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U´vod
Prve´ u´lohy vedu´ce ku splajnom mali charakter, ktory´ viedol ku kubicky´m splajnom. Sˇtu´dium
kvadraticky´ch splajnov sa zacˇ´ına neskoˆr. Uzˇ v pocˇiatkoch sa vyskytli proble´my, ktore´ sa len
postupne darilo uspokojivo riesˇiˇt tak, ako pri kubicky´ch splajnoch.
Kvadraticke´ splajny su´ svojou konsˇtrukciou veˇlmi jednoduche´ a preto zo splajnov pa´rneho
stupnˇa najpouzˇ´ıvanejˇsie. Svoje uplatnenie nasˇli v pocˇ´ıtacˇovej grafike a v proble´moch za-
chova´vania monotonosti a konvexity da´t.
V tejto pra´ci su´ sku´mane´ ota´zky existencie a jednoznacˇnosti interpolacˇny´ch kvadraticky´ch
splajnov, niektore´ vlastnosti kvadraticky´ch splajnov a ich vyuzˇitie.
Prva´ kapitola ma´ prehˇladovy´ charakter. Uva´dza do vzniku teo´rie splajnov a su´ tu zavedene´
za´kladne´ pojmy pre polynomicke´ splajny.
V druhej kapitole su´ sˇtudovane´ kvadraticke´ splajny. Je vycha´dzane´ najme z pra´c [4], [6].
Najprv sku´mame interpolacˇny´ kvadraticky´ splajn interpoluju´ci predp´ısane´ hodnoty v uzloch
splajnu. Je predlozˇene´ precˇo sa v teo´rii kvadraticky´ch splajnov touto cestou nedala konsˇtruovatˇ
vhodna´ teo´ria, tak ako je tomu pri kvadraticky´ch splajnoch. Na´sledne je uka´zany´ iny´ pr´ıstup,
ktory´ umozˇnil rozv´ıjatˇ teo´riu kvadraticky´ch splajnov. Su´ sku´mane´ vhodne´ reprezenta´cie a pod-
mienky nutne´ na jednoznacˇne urcˇenie splajnu.
V tretej kapitole sme v sˇpecialny´ch pr´ıpadoch uka´zali loka´lne vlastnosti kvadraticky´ch spla-
jnov – vplyv okrajovy´ch podmienok a interpolovany´ch hodnoˆt na splajn. Moˆzˇeme si vsˇimnu´tˇ
rozdiel medzi pr´ıstupom interpolovania da´t v uzloch splajnu a interpolovania da´t mimo tieto
uzly.
Vo sˇtvrtej kapitole sku´mame kvadraticky´ splajn interpoluju´ci hodnoty prvej deriva´cie.
Piata kapitola pojedna´va o kvadratickom splajne interpoluju´com stredne´ hodnoty. Je tu
vycha´dzane´ najma¨ z pra´c [3], [6], [9]. Doka´zˇeme existenciu a jednoznacˇnostˇ tohto objektu.
Je doka´zana´ jeho minimalizacˇna´ vlastnotˇ, na za´klade ktorej uka´zˇeme existenciu a jednoz-
nacˇnostˇ zhladzuju´ceho kvadraticke´ho splajnu. Odvod´ıme konsˇtrukciu tohto objektu.
V sˇiestej kapitole je pojednane´ o vyuzˇit´ı kvadraticky´ch splajnov v numerickej matematike
- numericka´ deriva´cia a integra´cia. V za´vere su´ odvodene´ algoritmy na riesˇenie obycˇajny´ch
diferencia´lnych rovn´ıc vycha´dzaju´ce z kvadraticky´ch splajnov. Bolo cˇerpane´ z pra´c [6] a [7].
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Kapitola 1
Splajny
1.1 Splajn
V minulosti sa pojem
”
spline“ spa´jal s konsˇtrukciou lod´ı, neskoˆr lietadiel. Presnejˇsie povedane´,
stavitelia lod´ı pri stavbe trupu lod´ı pouzˇ´ıvali sˇpecia´lne drevene´ prav´ıtko (anglicky vy´raz –
spline). Toto prav´ıtko upevnene´ v bodoch sa svojou vlastnou pruzˇnostˇou prehlo a vytvorilo tak
pre konsˇtrukciu
”
vhodnu´“ hladku´ krivku. Pr´ıpadny´ tvar krivky sa esˇte
”
vylepsˇoval“ pouzˇit´ım
za´vazˇ´ı poˆsobiacich na prav´ıtko v urcˇity´ch bodoch.
Zjednodusˇenou matematickou formula´ciou sa dospelo k tomu, zˇe taka´to krivka je matem-
aticky pop´ısana´ po cˇastiach polyno´mom tretieho stupnˇa, ktory´ ma´ nespojitosti v tret´ıch de-
riva´ciach v spojoch jednotlivy´ch u´sekov.
Do matematiky priniesol tento pojem I. J. Schoenberg (1901-1990) v roku 1946. Niektore´
vlastnosti splajnov boli zna´me uzˇ skoˆr.
Prve´ u´lohy riesˇene´ pomocou splajnov mali vlastnosti, ktore´ viedli k nepa´rnemu stupnˇu poly-
nomicke´ho splajnu. K sˇtu´diu splajnov pa´rneho stupnˇa docha´dza neskoˆr. Navysˇe pri sku´man´ı
polynomicky´ch splajnov pa´rneho stupnˇa sa od zacˇiatku vyskytovali proble´my, ktore´ sa len pos-
tupne darilo uspokojivo riesˇiˇt tak, ako pri splajnoch nepa´rneho stupnˇa.
Teo´ria splajnov sa prudko rozv´ıjala vdˇaka ich dobre´mu uplatneniu v aplika´ciach. Maju´ veˇla
”
vhodny´ch“ vlastnost´ı, su´ dobre´ na aproximovanie funkci´ı, lˇahke´ na vy´pocˇet a spracovanie
na pocˇ´ıtacˇi. Pr´ınos splajnov v numerickej matematike je znacˇny´. Sta´le je to akt´ıvna te´ma.
1.2 Polynomicke´ splajny
Defin´ıcia 1.2.1. Na delen´ı (∆x) :={a=x0<x1<. . .<xn<xn+1=b} uzavrete´ho intervalu [a, b]
budeme polynomicky´m splajnom stupnˇa m s defektom d (m ≥ d ≥ 0, cele´ cˇ´ısla) rozumietˇ
funkciu Sm, d(x) s nasleduju´cimi vlastnostˇami:
1. Sm, d(x) je na kazˇdom intervale [xi, xi+1], i = 0(1)n polyno´m stupnˇa nanajvy´sˇ m,
2. Sm, d(x) ∈ Cm−d[a, b], tj. v uzloch xi ma´ Sm,d(x) spojite´ deriva´cie azˇ do ra´du (m− d).
Mnozˇinu (∆x), potom budeme nazy´vatˇ sietˇ uzlov splajnu (niekedy skra´tene – sietˇ uzlov, sietˇ).
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Pra´ve definovany´ pojem sietˇ uzlov splajnu, budeme v dˇalˇsom texte strucˇnejˇsie zapisovatˇ v tvare
(∆x) a budeme ty´m rozumietˇ mnozˇinu (∆x) := {a = x0 < x1 < . . . < xn < xn+1 = b}.
Je zrejme´, zˇe pre dva polynomicke´ splajny Sm,d(x) a S˜m,d(x) na sieti (∆x) plat´ı, zˇe objek-
ty Sm,d(x) + S˜m,d(x) a αSm,d(x), kde α je rea´lne cˇ´ıslo, su´ tiezˇ polynomicke´ splajny stupnˇa m
s defektom d na sieti (∆x). Preto zavedieme nasleduju´cu defin´ıciu.
Defin´ıcia 1.2.2. Symbolom Sm,d (∆x) budeme oznacˇovatˇ linea´rny priestor splajnov Sm,d(x)
na sieti uzlov (∆x).
Defin´ıcia 1.2.3. Ak su´ v uzloch xi (resp. iny´ch bodoch ti) predp´ısane´ hodnoty si, i=0(1)n+1,
potom splajn Sm, d(x) spl´nˇaju´ci Sm, d(xi) = si (resp. Sm, d(ti) = si) nazy´vame interpolacˇny´m
splajnom alebo presnejˇsie splajnom interpoluju´cim hodnoty si v bodoch xi (resp. ti). Body,
v ktory´ch je predp´ısana´ hodnota sa nazy´vaju´ body interpola´cie.
Pozna´mka 1. S21 (∆x) je linea´rny priestor kvadraticky´ch splajnov. Z vysˇsˇie uvedeny´ch defin´ıci´ı
vyply´va, zˇe kazˇdy´ S21(x) ∈ S21 (∆x) je prvkom priestoru C1[x0, xn+1] a S21(x) je na [xi, xi+1]
polyno´m stupnˇa najviac 2, i = 0(1)n.
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−1
0
1
2
3
4
kvadratický splajn
prvá derivácia
druhá derivácia
Obra´zok 1.1: Kvadraticky´ splajn, jeho prva´ a druha´ deriva´cia. Uzly splajnu xi, i = 0(1)7,
su´ znacˇene´ symbolom
”
o“ a body interpola´cie ti, i = 0(1)6 symbolom ”
+“. Pr´ıslusˇne´ hodnoty
su´ zap´ısane´ v tabuˇlke 1.1.
xi 0 1 3 5 7 9 11 12
ti 0 2 4 6 8 10 12
si = S21(ti) 2 0 2 -1 0 3 2
Tabuˇlka 1.1
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Kapitola 2
Reprezenta´cia kvadraticky´ch splajnov
2.1 Reprezenta´cia na sieti (∆x)
V uzloch xi siete (∆x) predp´ıˇseme hodnoty splajnu hodnotami si, tj. S21(xi)=si, i=0(1)n+1
a hˇlada´me interpolacˇny´ kvadraticky´ splajn S21(x)∈S21 (∆x) (interpoluju´ci hodnoty si).
Defin´ıcia kvadraticke´ho splajnu je na´vodom, ako moˆzˇeme reprezentovatˇ interpolacˇny´ kvadrat-
icky´ splajn. Na pr´ıslusˇny´ch intervaloch potrebujeme na´jsˇt polyno´my stupnˇa nanajvy´sˇ 2, ktore´
v uzloch budu´ interpolovatˇ dane´ hodnoty a budu´ v nich matˇ spojitu´ prvu´ deriva´ciu. V podstate
presne z defin´ıcie je odvodena´ tzv. polynomicka´ reprezenta´cia.
Polynomicka´ reprezenta´cia
Je zrejme´, zˇe funkcia sp´lnˇaju´ca
S21(x) = a
i
2x
2 + ai1x+ a
i
0 na intervale [xi, xi+1], i = 0(1)n, (2.1)
S21(xi) = si, i = 0(1)n+ 1,
je pri splnen´ı (2n) podmienok spojitosti S21(x), S
′
21(x) vo vnu´torny´ch uzloch siete (∆x) a (n+2)
podmienok interpola´cie interpolacˇny´ kvadraticky´ splajn. Jeho predpis je urcˇeny´ 3(n+1) pa-
rametrami aij, i = 0(1)n, j = 0, 1, 2. Takzˇe spolu ma´me (3n+ 2) podmienok na urcˇenie
3(n+ 1) parametrov. Preto je na jednoznacˇne´ urcˇenie splajnu nutne´ dodatˇ esˇte jednu pod-
mienku (napr. S ′21(x0)).
Pre nezna´me koeficienty aij z (2.1) dostaneme z podmienok spojitosti, interpola´cie a pocˇiatocˇnej
podmienky su´stavu so zlozˇitou maticou, cˇo je pre pra´cu veˇlmi nevy´hodne´.
Vhodnejˇsia reprezenta´cia
Uka´zˇeme si inu´ reprezenta´ciu, nie tak intuit´ıvnu ako bola predosˇla´, ktora´ je zato z prakticke´ho
hˇladiska vy´hodnejˇsia (uvid´ıme neskoˆr).
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Na sieti (∆x) s krokom hi = xi+1 − xi a s predp´ısany´mi hodnotami si v uzloch oznacˇme
mi = S
′
21(xi), pi = (si+1 − si)/hi.
Na intervale [xi, xi+1] zavedieme loka´lnu premennu´
q = (x− xi)/hi, x ∈ [xi, xi+1].
Potom na intervale [xi, xi+1] sa S21(x) da´ zap´ısatˇ v tvare
S21(x) = S21(xi + qhi) = (1− q2)si + q2si+1 + hiq(1− q)mi, i = 0(1)n. (2.2)
Derivovan´ım vztˇahu (2.2) na kazˇdom pr´ıslusˇnom intervale dostaneme
S ′21(x) = 2qpi + (1− 2q)mi, pre x ∈ [xi, xi+1]. (2.3)
Dosaden´ım sa presvedcˇ´ıme, zˇe S21(x) dany´ (2.2) sp´lnˇa na [xi, xi+1], i = 0(1)n podmienky in-
terpola´cie S21(xi) = si, S21(xi+1) = si+1 a plat´ı S
′
21(xi) = mi, S
′
21(xi+1) = 2pi −mi.
Podmienky spojitosti su´ pre S21(x) vo vnu´torny´ch uzloch splnene´, pretozˇe su´ splnene´ pod-
mienky interpola´cie. Zavedieme si znacˇenie S21, i(x) := S21(x) pre x ∈ [xi, xi+1], i = 0(1)n.
Pre spojitostˇ S ′21(x) vo vnu´torny´ch uzloch siete pozˇadujeme
S ′21,i(xi+1) = S
′
21,i+1(xi+1) , i = 0(1)n− 1,
cˇo po u´prave z (2.3) da´va mi + mi+1 = 2pi, i = 0(1)n − 1. Z identity S ′21(xn+1) = mn+1
po u´prave z (2.3) dostaneme mn +mn+1 = 2pn. Celkom teda ma´me
mi +mi+1 = 2pi, i = 0(1)n. (2.4)
Podmienky (2.4) predstavuju´ su´stavu (n + 1) rovn´ıc o (n + 2) nezna´mych mi, i=0(1)n+1.
K jednoznacˇne´mu riesˇeniu su´stavy (2.4) je potrebne´ urcˇiˇt esˇte jednu podmienku a splajn bude
z reprezenta´cie (2.2) urcˇeny´ jednoznacˇne.
Veta 2.1.1. Nech je dana´ sietˇ (∆x):={x0 < x1 < . . . < xn < xn+1}, hodnoty si, i=0(1)n+1
a jedna z podmienok
a) S ′21(xk) = mk, pre k ∈ {0, . . . , n+ 1}
b) S ′′21(xk) =Mk, pre k ∈ {0, n+1} pr´ıslusˇne´ jednostranne´ deriva´cie
Potom existuje pra´ve jeden kvadraticky´ splajn S21(x) interpoluju´ci hodnoty si v bodoch xi
spl´nˇaju´ci zvolenu´ podmienku a) alebo b).
Doˆkaz. Z tvaru (2.2) plynie, zˇe pri jednoznacˇne dany´ch hodnota´ch mi, i = 0(1)n+1 je kvadrat-
icky´ splajn interpoluju´ci hodnoty si urcˇeny´ jednoznacˇne. Preto uka´zˇeme, zˇe vieme jednoznacˇne
urcˇiˇt vsˇetky mi a ty´m bude uka´zana´ existencia a jednoznacˇnosˇt plynu´ce z (2.2).
9
a) Podmienky spojitosti pre kvadraticky´ splajn sa daju´ vyjadriˇt v tvare (2.4). Pri zadan´ı
pocˇiatocˇnej podmienky S ′21(xk) = mk vieme jednoznacˇne urcˇiˇt vsˇetky hodnoty mi, pre-
tozˇe na ich urcˇenie ma´me z (2.4) tento rekurentny´ predpis
mi = 2pi −mi+1 pre 0 ≤ i < k,
mi = 2pi−1 −mi−1 pre k < i ≤ n+ 1. (2.5)
b) Z (2.3) ma´me S ′′21(x) = 2
(pi−mi)
hi
, x ∈ (xi, xi+1), i = 0(1)n. Odkiaˇl pre pocˇiatocˇnu´ pod-
mienku S ′′21(xk) =Mk, k ∈ {0, n+1}, dosta´vamem0=p0− 12h0M0 resp.mn=pn− 12hnMn+1.
Ostatne´ hodnoty mi jednoznacˇne urcˇ´ıme zo vztˇahov (2.5).
Nevy´hoda reprezenta´cie na sieti (∆x) spocˇ´ıva v tom, zˇe na jednoznacˇne´ urcˇenie splajnu zada´vame
”
iba“ jednu pocˇiatocˇnu´ podmienku. Menej v tomto pr´ıpade nie je viac. Voˇlba pocˇiatocˇnej pod-
mienky v lˇubovoˇlnom uzle siete sa prejav´ı na celom splajne.
Zoberme si dva kvadraticke´ splajny S21, S˜21 interpoluju´ce v uzloch siete (∆x) tie iste´ hod-
noty si. Predp´ıˇseme pocˇiatocˇnu´ podmienku v uzle x0 takto: S
′
21(x0) = m0, S˜
′
21(x0) = m˜0.
Z (2.4) dostaneme
S ′21(xj)− S˜ ′21(xj) = (−1)j (m0 − m˜0) .
Takzˇe rozdiel v pocˇiatocˇnej podmienke sa prejav´ı aj v ostatny´ch uzloch (a nezoslabuje sa!).
V literatu´re sa tvrd´ı, zˇe podobny´ vplyv ma´ aj chybne´ zadanie niektorej z interpolovany´ch
hodnoˆt si. Je to spoˆsobene´ ty´m, zˇe matica su´stavy (2.4) nie je ostre diagona´lne dominantna´.
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(a) Kvadraticke´ splajny S1 a S2 na sieti
(∆x) interpoluju´ce rovnake´ hodnoty v uzloch
splajnu, pri roˆznych okrajovy´ch podmienkach:
S′1(x0) =
s(2)−s(1)
x(2)−x(1) , S
′
2(x0) = 10.
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(b) Deriva´cie kvadraticky´ch splajnov S1 a S2.
Vid´ıme aky´m spoˆsobom sa prena´sˇa rozdiel
v pocˇiatocˇny´ch podmienkach. Vplyv sa voˆbec
netlmı´! V kazˇdom uzle sa prejav´ı rovnakou mie-
rou!
Obra´zok 2.1: Vplyv okrajovy´ch podmienok na kvadraticky´ splajn na sieti (∆x).
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V pr´ıpade existencie periodicke´ho splajnu na sieti (∆x) za predpokladu s0=sn+1 s pocˇiatocˇnou
podmienkoum0=mn+1 v su´stave (2.4) rovnicumn+mn+1=2pn prep´ıˇseme na rovnicumn+m0=2pn.
Dostaneme tak su´stavu (n+1) rovn´ıc o (n+1) nezna´mych. Z vety o rozvoji determinantu zist´ıme,
zˇe determinant matice tejto su´stavy je rovny´ 1+(−1)n. Takzˇe pre n nepa´rne je matica su´stavy
singula´rna. Teda riesˇenie nie je jednoznacˇne´ alebo neexistuje voˆbec. V [6] (str. 61) sa tvrd´ı, zˇe
v takomto pr´ıpade sa da´ uka´zatˇ existencia jedine´ho splajnu, ktory´ sp´lnˇa podmienku antiperi-
odickosti S ′21(xn+1) = −S ′21(x0).
Voˇlny´ parameter pre kvadraticky´ splajn na sieti (∆x) je mozˇne´ voliˇt nielen ako podmienku
loka´lneho charakteru (okrajove´, pocˇiatocˇne´ alebo interpolacˇne´ podmienky), ale aj pomocou
globa´lnej podmienky. Napr´ıklad riesˇen´ım nasleduju´cej u´lohy: Urcˇiˇt parameter m0 tak, aby bol
minimalizovany´ funkciona´l
f (S21) =
n∑
j=0
wj
∫ xj+1
xj
[S ′′21(x)]
2
dx, wj > 0 (dane´),
na triede vsˇetky´ch kvadraticky´ch splajnov interpoluju´cich na sieti (∆x) zadane´ hodnoty si,
i = 0(1)n+1. Vidˇ [6], strana 62.
2.2 Reprezenta´cia na sieti (∆x∆t)
V predosˇlom pohˇlade na kvadraticke´ splajny boli stotozˇnene´ mnozˇiny uzly splajnu (prvky
mnozˇiny (∆x); body v ktory´ch sa ”spa´jaju´”polynomicke´ cˇasti splajnu) a body interpola´cie
(body, v ktory´ch je predp´ısana´ funkcˇna´ hodnota, alebo hodnota deriva´cii splajnu). Pouka´zali
sme na proble´my s existenciou kvadraticky´ch splajnov a splajny nemali loka´lne vlastnosti –
rozdiel v pocˇiatocˇnej podmienke sa prejavil na celom splajne v
”
rovnakej miere“. Toto splynutie
bolo prirodzene´ v historicky prvy´ch u´lohach, ktore´ boli riesˇene´ pomocou splajnov. Oddelen´ım
ty´chto mnozˇ´ın sa podarilo v teo´rii kvadraticky´ch splajnov (vsˇeobecne splajnov pa´rneho stupnˇa)
vyriesˇiˇt mnoho proble´mov, ktore´ sa vyskytli v predosˇlom pr´ıstupe. Dosiahli sa vlastnosti ana-
logicke´ vlastnostiam kubicky´ch splajnov.
Defin´ıcia 2.2.1. Budˇ [a, b] uzavrety´ interval na rea´lnej ose, majme zadane´ mnozˇiny
(∆x) := {a = x0 < x1 < . . . < xn < xn+1 = b} ,
(∆t) := {ti, i = 0(1)n; x0 ≤ t0 < x1, xi < ti < xi+1, i = 1(1)n, xn < tn ≤ xn+1} .
Mnozˇinu (∆x) nazveme sietˇ uzlov (splajnu), jej prvky uzly splajnu a prvky mnozˇiny (∆t)
body interpola´cie. Interpoluju´cim kvadraticky´m splajnom na sieti (∆x∆t) = (∆x)∪ (∆t)
s predp´ısany´mi hodnotami si v bodoch interpola´cie ti, i = 0(1)n, nazy´vame funkciu s ty´mito
vlastnostˇami:
1. S21 ∈ C1[a, b];
2. S21(x) je na kazˇdom intervale [xi, xi+1], i = 0(1)n polyno´m stupnˇa nanajvy´sˇ 2;
3. S21(ti) = si, i = 0(1)n.
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Interpolacˇny´ kvadraticky´ splajn na sieti (∆x∆t) je prvok priestoru S12 (∆x), len interpoluje
ine´ hodnoty ako v predosˇlom pr´ıpade (kvadraticky´ splajn na sieti (∆x)). Opa¨tˇ moˆzˇeme pouzˇiˇt
roˆzne typy reprezenta´cii tohoto objektu. Pozrime sa na tento objekt z pohˇladu parametrov
potrebny´ch na jeho urcˇenie a podmienok nutny´ch na jeho jednoznacˇne urcˇenie.
Odvodili sme, zˇe celkovy´ pocˇet parametrov splajnu S21(x) je 3(n + 1). Va¨zbove´ podmienky
urcˇuju´ce splajn pozosta´vaju´ z 2n podmienok spojitosti S21, S
′
21 a (n+1) podmienok interpola´cie
v bodoch ti, i = 0(1)n. Osta´vaju´ tak esˇte 2 voˇlne´ parametre. Oproti pr´ıpadu pre sietˇ (∆x)
je to o jednu potrebnu´ podmienku viac na jednoznacˇne´ urcˇenie. V nasleduju´cich odstavcoch
odvod´ıme niektore´ reprezenta´cie splajnu na sieti (∆x∆t).
Reprezenta´cia s prvy´mi deriva´ciami
Pre danu´ sietˇ (∆x∆t) s krokom hi=xi+1−xi, S21(ti)=si, i=0(1)n oznacˇme
mi = S
′
21(xi) pre i=0(1)n+1, di =
ti − xi
hi
pre i=0(1)n.
Na kazˇdom intervale [xi, xi+1], i = 0(1)n je S21(x) polyno´m stupnˇa nanajvy´sˇ 2, takzˇe S
′
21(x)
je polyno´m stupnˇa nanajvy´sˇ 1, teda linea´rna funkcia a na intervale [xi, xi+1] preto plat´ı
S ′21(x) = mi + (x− xi)(mi+1 −mi)/hi. (2.6)
Integrovan´ım vztˇahu (2.6) dostaneme
S21(x) = mix+
(
x2
2
− xix
)
mi+1 −mi
hi
, x ∈ [xi, xi+1]. (2.7)
Dosaden´ım bodu interpola´cie ti ∈ [xi, xi+1] do (2.7) ma´me
S21(ti) = si = miti +
(
t2i
2
− xiti
)
mi+1 −mi
hi
. (2.8)
Z (2.7), (2.8) a dohodnute´ho znacˇenia moˆzˇeme p´ısatˇ
S21(x) = S21(ti) + S21(x)− S21(ti) =
= si +mi (x− ti) +
(
x2 − t2i
2
− xi(x− ti)
)
mi+1 −mi
hi
=
= si + (x− ti)
[
mi +
(
x+ ti
2
− xi
)
mi+1 −mi
hi
]
= . . .
Zavedieme loka´lnu premennu´ q = x−xi
hi
a pouzˇijeme:
q − di = x− xi
hi
− ti − xi
hi
=
x− ti
hi
;
q + di =
x− xi
hi
+
ti − xi
hi
=
x+ ti
hi
− 2xi
hi
,
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odkiaˇl
. . . = si + hi(q − di)
[
mi +
(
(q + di)hi
2
)
mi+1 −mi
hi
]
.
Cˇo moˆzˇeme pre x ∈ [xi, xi+1] zap´ısatˇ
S21(x) = si + hi(q − di)
[
mi +
1
2
(q + di)(mi+1 −mi)
]
(2.9)
= si + hi(q − di) [(2− q − di)mi + (q + di)mi+1] /2 (2.10)
= si + u1(x)mi + u2(x)mi+1. (2.11)
Kde u2(x) =
(x−ti)(x−2xi+ti)
2hi
a u1(x) = x− ti−u2(x). O platnosti (2.10) a (2.11) sa presvedcˇ´ıme
upraven´ım vy´razov.
Tieto reprezenta´cie ((2.9), (2.10), (2.11)) na´m umozˇnˇuju´ pri zna´mych hodnota´ch xi, ti a pred-
p´ısan´ı S21(ti)=si, S
′
21(xi)=mi urcˇiˇt hodnotu S21(x) v lˇubovoˇlnom bode x ∈ [x0, xn+1].
Pozrime sa vsˇak, ako je to so splnen´ım podmienok pre interpolacˇny´ kvadraticky´ splajn. Pod-
mienky interpola´cie su´ zabezpecˇene´ konsˇtrukciou. Spojitostˇ prvy´ch deriva´cii vo vnu´torny´ch
uzloch siete (∆x) je splnena´, pretozˇe v ty´chto bodoch su´ predp´ısane´ spolocˇnou hodnotou
S ′21(xi)=mi v kazˇdom vnu´tornom uzle xi, i=1(1)n.
Teraz odvod´ıme podmienky spojitosti kvadraticke´ho splajnu vo vnu´torny´ch uzloch siete (∆x).
Pre spojitostˇ kvadraticke´ho splajnu S21(x) pozˇadujeme S21, i−1(xi)=S21, i(xi), i=1(1)n. Po u´prave
(najvhodnejˇsie z (2.11)) dostaneme su´stavu rovn´ıc vyjadruju´cu podmienky spojitosti v tomto
tvare
aimi−1 + bimi + cimi+1 = fi, i = 1(1)n. (2.12)
Pre koeficienty ai, bi, ci, fi plat´ı
ai = hi−1(1− di−1)2 > 0, bi = hi−1(1− d2i−1) + hidi(2− di) > 0,
ci = hid
2
i > 0, fi = 2(si − si−1). (2.13)
Vsˇimnime si, zˇe v sˇpecia´lnom pr´ıpade ekvidiˇstantne´ho kroku siete (∆x) tj. hi=h, i=0(1)n
a voˇlby bodov interpola´cie ti=
xi+xi+1
2
je di=1/2 ma´ su´stava (2.12) veˇlmi jednoduchy´ tvar
mi−1 + 6mi +mi+1 = 8
si − si−1
h
, i=1(1)n. (2.14)
Su´stava (2.12) resp. (2.14) predstavuje su´stavu (n) rovn´ıc o (n+2) nezna´mych mi, i=0(1)n+1.
Takzˇe k jednoznacˇne´mu urcˇeniu hodnoˆt mi potrebujeme poznatˇ esˇte dˇalˇsie 2 podmienky.
Z doˆvodu stability algoritmu vy´pocˇtu a symetrie proble´mu sa najcˇastejˇsie volia niektore´ z okra-
jovy´ch podmienok uvedeny´ch v nasleduju´cej cˇasti (tvrd´ı [6]).
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Vsˇeobecny´ typ okrajovej podmienky
Za dodatocˇne´ podmienky moˆzˇeme voliˇt
b0m0 + c0m1 = f0,
an+1mn + bn+1mn+1 = fn+1.
(2.15)
Kde b0, c0, an+1, bn+1, f0, fn+1 su´ dane´ hodnoty. Tieto podmienky v sebe zahr´nˇaju´ nasleduju´ce
sˇpecia´lne pr´ıpady:
[P1] predp´ısanie hodnoˆt splajnu v krajny´ch bodoch siete (∆x∆t)
S ′21(x0) :=m0,
S ′21(xn+1) :=mn+1,
cˇo odpoveda´ napr. hodnota´m c0 = an+1 = 0, b0 = bn+1 = 1, f0 = m0, fn+1 = mn+1.
[P2] aproximovanie hodnoˆt S ′21(x0), S
′
21(xn+1) pomocou da´t u´lohy si
(napr´ıklad pomocou vzorcov pre numericku´ deriva´ciu)
[P3] predp´ısanie hodnoˆt S ′′21(x0+) (druha´ deriva´cia funkcie S21(x) v bode x0 sprava) a S
′′
21(xn+1−)
(druha´ deriva´cia funkcie S21(x) v bode xn+1 zˇlava). Pripomenˇme, zˇe S
′′
21(x) je na pr´ıslusˇny´ch
intervaloch konsˇtantna´ funkcia, takzˇe plat´ı
S ′′21(x0+) =
m1 −m0
h0
,
S ′′21(xn+1−) =
mn+1 −mn
hn+1
. (2.16)
Potom pre koeficienty v (2.15) dostaneme
b0 = bn+1 = 1, c0 = an+1 = −1,
f0 = −h0S ′′21(x0+), fn+1 = hnS ′′21(xn+1−).
Podmienky spojitosti splajnu S21(x) (2.12) spolu s okrajovy´mi podmienkami (2.15) tvoria
su´stavu linea´rnych rovn´ıc s tridiagona´lnou maticou (v matici su´ zap´ısane´ len obecne nenulove´
prvky). 

b0 c0
a1 b1 c1
. . . . . . . . .
an bn cn
an+1 bn+1




m0
m1
...
mn
mn+1

 =


f0
f1
...
fn
fn+1

 . (2.17)
Za predpokladov, ktore´ boli pouzˇite´ do tohoto okamihu a za dodatocˇny´ch podmienok
|b0| ≥ |c0| , |bn+1| ≥ |an+1|
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na okrajove´ podmienky, ma´ matica su´stavy prevla´daju´cu diagona´lu (vidˇ Defin´ıcia 7.0.1), pre-
tozˇe z (2.13) dosta´vame:
bi − ai − ci = 2hidi (1− di) + hi−1di−1 (1− di) > 0
bi > ai + ci
|bi| > |ai|+ |ci| , pretozˇe ai, ci su´ kladne´.
Pre predp´ısane´ hodnoty si a okrajove´ podmienky (2.15) ma´ su´stava (2.17), podˇla Vety 7.0.2
pra´ve jedno riesˇenie. To znamena´, zˇe da´ta urcˇuju´ jediny´ kvadraticky´ splajn interpoluju´ci hod-
noty si sp´lnˇaju´ci vsˇeobecny´ typ okrajovej podmienky (2.15).
Periodicke´ okrajove´ podmienky
Pre kvadraticky´ splajn moˆzˇeme zadatˇ aj tzv. periodicke´ okrajove´ podmienky a to pre pr´ıpad
t0=x0, tn=xn+1 nasledovne:
[P4]
a) pre zadane´ interpolovane´ hodnoty si plat´ı: S21(t0) = s0 = sn = S21(tn+1);
b) pre prve´ deriva´cie plat´ı: S ′21(x0) = m0 = mn+1 = S
′
21(xn+1);
c) pre druhe´ deriva´cie plat´ı: S ′′21(x0+) = S
′′
21(xn+1−).
Pozrime sa, cˇo take´to podmienky od na´s pozˇaduju´ a cˇo na´m poskytuju´. Podmienka a) uda´va
predpoklady na da´ta u´lohy – interpolovane´ hodnoty si. Podmienka b) na´m redukuje pocˇet
nezna´mych v (2.12). Z podmienky c), pretozˇe S ′′21(x) je na pr´ıslusˇny´ch intervaloch konsˇtantna´
funkcia, plat´ı S ′′21(x0+) =
S′
21
(x1)−S′21(x0)
h0
= m1−m0
h0
, podobne S ′′21(xn+1−) =
mn+1−mn
hn
, takzˇe ma´me
identitu
m1 −m0
h0
=
mn+1 −mn
hn
,
odkiaˇl po u´prave a pouzˇit´ı b) dostaneme
−hn
h0
m1 −mn +
(
1 +
hn
h0
)
mn+1 = 0. (2.18)
Podmienky spojitosti splajnu S21(x) (2.12) spolu s podmienkou (2.18) plynu´cej z periodicky´ch
okrajovy´ch podmienok [P4] tvoria su´stavu (n+1) linea´rnych rovn´ıc pre (n+1) nezna´mych mi,
i=1(1)n+1. Maticovo zap´ısane´

b1 c1 a1
a2 b2 c2
. . . . . . . . .
an bn cn
cn+1 an+1 bn+1




m1
m2
...
mn
mn+1

 =


f1
f2
...
fn
fn+1

 . (2.19)
Ako sme odvodili v (2.18), plat´ı an+1=−1, bn+1=1+hn/h0, cn+1=−hn/h0, fn+1=0 a ai, bi, ci,
fi pre i = 1(1)n su´ dane´ (2.13). Matica su´stavy ma´ prevla´daju´cu diagona´lu (vidˇ Defin´ıcia 7.0.1).
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Pr´ıslusˇne´ nerovnosti v prvy´ch n riadkoch matice sme uzˇ odvodili pri matici su´stavy (2.17).
Pre nerovnostˇ v poslednom riadku si stacˇ´ı uvedomiˇt, zˇe existuju´ kladne´ cˇ´ısla d1, d2, d3 tak, zˇe
plat´ı
|bn+1| d1 > |an+1| d2 + |cn+1| d3.
Takzˇe matica su´stavy je podˇla Vety 7.0.2 regula´rna a preto ma´ su´stava (2.19) jedine´ riesˇenie
pre lˇubovoˇlne´ hodnoty interpolovany´ch da´t sp´lnˇaju´ce podmienku periodicˇnosti [P4].
Podmienky typu not–a–knot
Podmienka typu not–a–knot v tvare
[P5]
S ′′21(x1−) = S
′′
21(x1+), resp. S
′′
21(xn−) = S
′′
21(xn+) (2.20)
vyjadruje, zˇe na intervale [x0, x2] resp. [xn−1, xn+1] je splajn S21(x) predp´ısany´ jedny´m polyno´mom
nanajvy´sˇ druhe´ho stupnˇa. Podmienky (2.20) sa daju´ prep´ısatˇ do tvaru
m1 −m0
h0
=
m2 −m1
h1
,
mn −mn−1
hn−1
=
mn+1 −mn
hn
. (2.21)
Ak o podmienky (2.21) dopln´ıme su´stavu (2.12), vyrovna´me pocˇet nezna´mych a pocˇet rovn´ıc.
U´pravami sa dopracujeme k su´stave s nezna´mymi m1, . . . ,mn s regula´rnou maticou. Z regular-
ity dostaneme jednoznacˇne´ riesˇenie. Hodnoty m0, mn+1 urcˇ´ıme po vypocˇ´ıtan´ı m1, m2, mn−1,
mn z (2.21).
Celkovo teda plat´ı, zˇe na danej sieti (∆x∆t), pri zadany´ch hodnota´ch si a pri splnen´ı jed-
nej z pocˇiatocˇny´ch podmienok [P1]–[P5] je mozˇne´ jednoznacˇne urcˇiˇt hodnoty parametrov mi,
i= 0(1)n+1, tj. existuje jediny´ kvadraticky´ splajn S21(x) interpoluju´ci hodnoty si sp´lnˇaju´ci
jednu z podmienok [P1]–[P5].
Reprezenta´cia s druhy´mi deriva´ciami
Podobne ako sme pouzˇili hodnoty prvy´ch deriva´cii v uzloch na reprezentovanie splajnu na si-
eti (∆x∆t), moˆzˇeme postupovatˇ aj s druhy´mi deriva´ciami. Proble´m je vsˇak v tom, zˇe v uzloch
splajnu spojitostˇ druhej deriva´cie nemus´ı bytˇ splnena´. Preto si nebudeme vsˇ´ımatˇ uzly splajnu,
ale body lezˇiace medzi nimi. Dˇalˇs´ı postup presne kop´ıruje postup pri reprezenta´cii s prvy´mi de-
riva´ciami, preto si len strucˇne pop´ıˇseme jednotlive´ kroky. Podrobnejˇsie spracovanie je napr´ıklad
v [6], odkiaˇl su´ prevzate´ niektore´ vy´sledky tejto kapitoly.
Majme danu´ sietˇ (∆x∆) s krokmi hi = xi+1−xi, ki = ti+1−ti, na ktorej ma´me interpolacˇny´
kvadraticky´ splajn S21(x) interpoluju´ci hodnoty si, i=0(1)n). Oznacˇme
ni = S
′
21(ti), Mi = S
′′
21(ti).
Na kazˇdom intervale [xi, xi+1], i=0(1)n moˆzˇeme S21(x) v bode ti rozvinu´tˇ do Taylorovej rady
(uvedomme si, zˇe S21(x) je polynomicka´ funkcia nanajvy´sˇ druhe´ho stupnˇa)
S21(x) = S21(ti) + S
′
21(ti) (x− ti) +
1
2
S ′′21(ti) (x− ti)2 . (2.22)
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Takzˇe kvadraticky´ splajn moˆzˇeme reprezentovatˇ, tzv. Taylorovou reprezenta´ciou
S21(x) = si + ni(x− ti) + 1
2
Mi(x− ti)2, x ∈ [xi, xi+1], i=0(1)n. (2.23)
Z podmienok spojitosti S21 (S21,i(xi+1) = S21,i+1(xi+1)) a S
′
21 (S
′
21,i(xi+1) = S
′
21,i+1(xi+1))
moˆzˇeme pri zna´mych hodnota´ch si, Mi, i=0(1)n urcˇiˇt vsˇetky hodnoty ni. Podmienky spoji-
tosti tvoria su´stavu (n−1) linea´rnych rovn´ıc pre (n+1) nezna´mychMi, i=0(1)n, ktoru´ moˆzˇeme
vyjadriˇt v tvare
aiMi−1 + biMi + ciMi+1 = fi, i = 1(1)n− 1, (2.24)
kde
ai =
(xi−ti−1)
2
ki−1(ki−1+ki)
> 0, bi =
(ti−xi)
“
1+
xi−ti−1
ki−1
”
+(xi+1−ti)
“
1+
ti+1−xi+1
ki
”
ki−1+ki
> 0,
ci =
(ti+1−xi+1)
2
ki(ki−1+ki)
> 0, fi = 2
si+1−si
ki
−
si−si−1
ki−1
ki−1+ki
.
(2.25)
V sˇpecia´lnom pr´ıpade uzlov xi+1=
1
2
(ti + ti+1) ma´ su´stava (2.24) jednoduchsˇ´ı tvar
ki−1
ki−1 + ki
Mi−1 + 3Mi +
ki
ki−1 + ki
Mi+1 = 8fi. (2.26)
Pocˇiatocˇne´ podmienky
Situa´cia je podobna´ ako v § 2.2, preto len zmienime za´very, ktore´ sa odvodia analogicky ako
v predosˇlom pr´ıpade pre reprezenta´ciu s prvy´mi deriva´ciami. Podrobnejˇsie vidˇ [6].
Obecny´ typ okrajovej podmienky
Obecny´ typ okrajovej podmienky je dany´ ty´mito rovnicami
b0M0 + c0M1 = f0, anMn−1 + bnMn = fn, (2.27)
so zadany´mi koeficientami b0, c0, f0, an, bn, fn. Rozsˇiruju´ su´stavu (2.24) pr´ıp. (2.26)
a dop´lnˇaju´ ju na su´stavu s (n+1) rovnicami pre (n+1) nezna´mych. Ako sˇpecia´lny pr´ıpad
okrajovy´ch podmienok sem patr´ı:
[P1M ] predp´ısanie hodnoˆt S
′
21(t0)=n0, S
′
21(tn)=nn,
[P2M ] aproximovanie prvy´ch alebo druhy´ch deriva´cii (napr. numerickou deriva´ciou),
[P3M ] predp´ısanie hodnoˆt druhej deriva´cie S
′′
21(t0)=M0, S
′′
21(tn)=Mn.
Regularitu matice tejto su´stavy dostaneme pri splnen´ı podmienok
|b0| > |c0| , |bn| < |an| ,
1
4
(ti−1 + 4ti + ti+1) > xi +
1
2
[
d2i
ki−1
+
d2i+1
ki
]
.
(2.28)
Takzˇe pre lˇubovoˇlne´ interpolovane´ hodnoty, bude matˇ jedine´ riesˇenie a kvadraticky´ splajn
bude z (2.23) urcˇeny´ jednoznacˇne.
[P4M ] Periodicke´ okrajove´ podmienky (pr´ıpad t0=x0, tn=xn+1)
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a) s0 = sn (vlastnostˇ interpolovany´ch da´t)
b) n0 = nn (periodickostˇ podmienok)
c) M0 = Mn (periodickostˇ podmienok, znizˇuje pocˇet nezna´mych v (2.24) resp. (2.26))
Periodicke´ okrajove´ podmienky pre su´stavu znamenaju´ vyrovnanie pocˇtu nezna´mych
a pocˇtu rovn´ıc. Pri splnen´ı podmienok (2.28) a
|b0| > |a0|+ |c0| , |bn−1| > |cn−1|+ |an−1|
dostaneme jednoznacˇnostˇ.
[P5M ] Podmienky typu not-a-knot
Podmienky typu not–a–knot pre splajn S21(x) znamenaju´ nasleduju´ce identity M0=M1,
Mn=Mn+1, ktore´ zjednodusˇia su´stavu a matica su´stavy bude regula´rna. Opa¨tˇ tak ma´me
jednoznacˇnostˇ.
Celkovo teda plat´ı, zˇe na danej sieti (∆x∆t), pri zadany´ch hodnota´ch si a pri splnen´ı jednej
z pocˇiatocˇny´ch podmienok [P1M ]–[P5M ] je mozˇne´ jednoznacˇne urcˇiˇt hodnoty parametrov Mi,
i=0(1)n, tj. existuje jediny´ kvadraticky´ splajn S21(x) interpoluju´ci hodnoty si sp´lnˇaju´ci jednu
z podmienok [P1M ]–[P5M ].
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Obra´zok 2.2: Kvadraticky´ splajn na sieti (∆x∆t) sp´lnˇaju´ci podmienky typu not-a-knot.
Moˆzˇeme si vsˇimnu´tˇ spojitostˇ druhej deriva´cie v uzloch x1 a xn. Uzly su´ znacˇene´ symbolom ’o’,
body interpola´cie ’+’ a interpolovana´ hodnota ’*’.
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Kapitola 3
Loka´lne vlastnosti kvadraticky´ch
splajnov
Do tohto okamihu sme sku´mali, ako mozˇno jednoznacˇne urcˇiˇt kvadraticky´ splajn, ake´ pocˇiatocˇne´
podmienky su´ nutne´, aby bol splajn jednoznacˇne urcˇeny´, ake´ mozˇnosti su´ pri jeho reprezenta´cii.
Pri sku´man´ı sme vsˇak predpokladali, zˇe ma´me dane´ nejake´ da´ta u´lohy – uzly siete, body inter-
pola´cie, interpolovane´ hodnoty, atdˇ. Teraz sa pozrieme, aky´ vplyv maju´ tieto da´ta na kvadrat-
icky´ splajn, ako ho ovplyvnˇuju´.
3.1 Vy´ber uzlov, bodov interpola´cie, okrajovy´ch pod-
mienok
Body interpola´cie ti a k nim pr´ıslusˇne´ interpolovane´ hodnoty si urcˇuju´ body, ktory´mi precha´dza
graf splajnu. V ty´chto bodoch je graf
”
fixovany´“. Preto ich voˇlba odpoveda´ budˇ bodom,
v ktory´ch pozna´me funkcˇnu´ hodnotu (interpolovanu´ hodnotu) s dostatocˇnou presnostˇou, alebo
zvol´ıme take´ body, v ktory´ch chceme splajn
”
fixovatˇ“.
Uzly splajnu su´ body, v ktory´ch sa
”
napa´jaju´“ jednotlive´ polynomicke´ cˇasti splajnu. Cˇasto
su´ to body nespojitosti druhej deriva´cie splajnu (od kvadraticke´ho splajnu pozˇadujeme v uzloch
len spojitostˇ do prvej deriva´cie). Vol´ıme ich teda tak, aby da´ta mali odpovedaju´ci charakter.
Ak uzly takto urcˇiˇt nevieme, potom vhodna´ voˇlba je xi+1 =
1
2
(ti + ti+1).
Okrajove´ podmienky budˇ plynu´ zo zadany´ch da´t, alebo ich zvol´ıme ako aproxima´ciu prvy´ch
(resp. druhy´ch) deriva´cii pomocou interpolovany´ch hodnoˆt.
Na nasleduju´cich obra´zkoch je zobrazena´ interpola´cia funkcˇny´ch hodnoˆt funkcie exp(x) sin(rx).
Uzly splajnu su´ volene´ ako ekvidiˇstantne´ delenie intervalu [−3; 0.5] s krokom h, body inter-
pola´cie su´ volene´ ti =
1
2
(xi + xi+1). Pocˇiatocˇna´ podmienka je pocˇ´ıtana´ z da´t. Vid´ıme, zˇe
kvadraticky´ splajn s´ıce interpoluje hodnoty, ale pri malom pocˇte fixny´ch bodov nie je schopny´
”
kop´ırovatˇ“ tvar krivky dostatocˇne dobre. Nie je to prekvapuju´ce, ale je dobre si to uvedomiˇt.
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3.2 Vplyv interpolovany´ch hodnoˆt na kvadraticky´ spla-
jn
V zjednodusˇenom pr´ıpade pre splajn S21(x) na sieti (∆x∆t) s ekvidiˇstantnou sietˇou uzlov,
tj. hi=h, i=0(1)n, s voˇlbou bodov interpola´cie ti =
1
2
(xi+xi+1) a interpolovany´mi hodnotami
zodpovedaju´cimi funkcˇnej hodnote funkcie g ∈ C1 uka´zˇeme, zˇe so zva¨cˇsˇovan´ım vzdialenosti
indexu i od j sa zmensˇuje vplyv sj =g(tj) na hodnotu mi = S
′
21(xi).
Pre danu´ voˇlbu bodov interpola´cie ma´ su´stava (2.12) na vy´pocˇet hodnoˆt mi pri predp´ısan´ı
pocˇiatocˇny´ch podmienok m0 a mn+1 na krajoch siete a pri voˇlbe koeficientov (pre okrajovu´
podmienku [P1]) b0=bn+1=6, c0=an+1=0, f0=6m0, fn+1=6mn+1 tento jednoduchy´ tvar
A =


6
1 6 1
. . . . . . . . .
1 6 1
6

 .
Matica A je ostre diagona´lne dominantna´, takzˇe je regula´rna a existuje k nej matica inverzna´
A−1=(a˜ij)
n+2
i,j=1. Oznacˇmem=(m0,m1, . . . ,mn,mn+1)
T , f=(f0, f1, . . . , fn, fn+1)
T . Su´stavu (2.17)
potom moˆzˇeme zap´ısatˇ
Am = f ,
odkiaˇl moˆzˇeme vyjadriˇt m nasledovne
m = A−1f .
Pre zlozˇky vektoru m dosta´vame
mi =
n+1∑
j=0
a˜i+1,j+1fj pre i = 1(1)n; m0, mn+1, su´ dane´. (3.1)
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Pre prvky matice A−1 = (a˜ij) existuje 0 < c <∞ (podˇla Vety 7.0.3) take´, zˇe
|a˜ij| ≤ c
(
1
3
) |i−j|
2
pre i, j ∈ {1, . . . , n+ 2} . (3.2)
Z Vety 7.0.4 plat´ı 8g′(yi) = 8 (si − si−1) /h = fi, i = 1(1)n, kde yi ∈ [ti, ti+1]. Potom pre max-
imovu´ normu priestoru Rn+2 prvku f a normu prvku g z priestoru C1[x0, xm+1] dosta´vame
‖f‖max ≤ max {8‖g′‖, |f0| , |fn+1|} ≤ 8max {‖g′‖, |m0| , |mn+1|} . (3.3)
Polozˇme G:=max {‖g′‖ , |m0| , |mn+1|}. Postupne pouzˇit´ım (3.1); ”|
∑
an|≤
∑ |an|“; |fi|≤G, ∀i;
(3.2); (3.3) moˆzˇeme pre i ∈ {1, . . . , n} p´ısatˇ∣∣∣∣∣mi −
i+k∑
j=i−k
a˜i+1,j+1fj
∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∑
j∈Ik
a˜i+1,j+1fj
∣∣∣∣∣ ≤
∑
j∈Ik
|a˜i+1,j+1fj| ≤ 8cG
∑
j∈Ik
(
1
3
) |i−j|
2
,
kde Ik = 0, 1, . . . , i− k − 1, i+ k + 1, . . . , n+ 1.
Hodnoty mi su´ teda vzdialeny´mi hodnotami fj (tiezˇ moˆzˇeme povedatˇ, zˇe hodnotami sj, pre-
tozˇe fj je funkciou sj) ovplyvnˇovane´ veˇlmi ma´lo. S va¨cˇsˇou vzdialenostˇou klesa´ vplyv. V liter-
atu´re sa uva´dza, zˇe podobne´ za´very platia aj pre vsˇeobecnejˇsie siete.
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Obra´zok 3.5: Dva kvadraticke´ splajny interpoluju´ce hodnoty dane´ tabuˇlkou 3.1. Interpolovane´
hodnoty pre oba kvadraticke´ sa l´ıˇsia v dvoch hodnota´ch. Z obra´zku je zrejme´, zˇe ako sme
uka´zali, tento rozdiel ma´
”
loka´lny“ charakter–ovplyvnˇuje len cˇasˇt splajnu. Kvadraticky´ splajn
interpoluju´ci hodnoty si je plnou cˇiarou, splajn intepoluju´ci hodnoty s¯i je cˇiarkovane. Uzly
splajnu su´ volene´ nasledovne xi = i.0, 5 a body interpola´cie ti =
xi+xi+1
2
.
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si 1 2 3 4 2 1 6 8 9 8 5 0 -1 2 1 2 -3 0 1 2
s¯i 1 2 3 4 2 1 10 8 9 8 5 0 -1 2 1 -1 -3 0 1 2
Tabuˇlka 3.1
3.3 Loka´lny vplyv okrajovy´ch podmienok.
Teraz sa pozrieme na vplyv okrajovy´ch podmienok na interpolacˇny´ kvadraticky´ splajn so zadany´mi
okrajovy´mi podmienkami. Majme zadane´ dvojo okrajovy´ch podmienok m0, mn+1, m˜0, m˜n+1
pre tie iste´ interpolovane´ hodnoty a pozrime sa, aky´ rozdiel bude v splajnoch. Budˇ S21(x) splajn
interpoluju´ci hodnoty s0, . . . , sn v bodoch interpola´cie s okrajovy´mi podmienkami m0, mn+1 a
podobne budˇ splajn S˜21(x) interpoluju´ci v bodoch interpola´cie tie iste´ hodnoty s0, . . . , sn, ale
s okrajovy´mi podmienkami m˜0, m˜n+1. Uvazˇujme ekvidiˇstantnu´ sietˇ uzlov s rozlozˇen´ım bodov
interpola´cie ti=
1
2
(xi+xi+1). Nezna´me koeficienty mi, i=1(1)n urcˇuju´ce splajn S21(x) (resp. m˜i,
i=1(1)n urcˇuju´ce S˜21(x)) urcˇ´ıme zo su´stavy rovn´ıc (2.14) maticovo zap´ısanej Anmn= fn (resp.
Anm˜n=f˜n), kde
An =


6 1
1 6 1
. . . . . . . . .
1 6 1
1 6

 , fn =


f1 −m0
f2
...
fn−1
fn −mn+1

 , mn =


m1
m2
...
mn−1
mn

 ,
f˜n resp. m˜n su´ definovane´ podobne ako fn resp. mn. Polozˇme
Ŝ21(x) := S˜21(x)− S21(x).
Je zrejme´, zˇe Ŝ21(x) je kvadraticky´ splajn, ktory´ ma´ v bodoch ti, i = 0(1)n funkcˇnu´ hodnotu
0 a sp´lnˇa okrajove´ podmienky
m̂0 = m˜0 −m0, m̂n+1 = m˜n+1 −mn+1.
Ostatne´ hodnoty m̂i, i = 1(1)n sp´lnˇaju´ m̂n = (m˜n −mn), tj. vyhovuju´ rovnici
Anm̂n = f̂n,
kde f̂n = f˜n− fn, tj. f̂n = (−m˜0, 0, . . . , 0,−m˜n+1)T . Teraz odhadneme hodnotu Dn = det(An).
Pouzˇit´ım vety o rozvoji determinantu (Veta 7.0.6) na Dn dostaneme nasleduju´ci rekurentny´
vztˇah Dn+2=6Dn+1−Dn. Implicitny´m vyjadren´ım Dn dostaneme
Dn = a
(
3− 2
√
2
)n
+ b
(
3 + 2
√
2
)n
,
kde a, b urcˇene´ zo su´stavy pre n = 1, 2 (D1 = 6, D2 = 35) maju´ tvar
a =
−3 + 2√2
4
√
2
, b =
17 + 12
√
2
16 + 12
√
2
.
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Potom plat´ı Dn > 5
n. Pouzˇit´ım Cramerovho pravidla (dosaden´ım f̂n za i–ty st´lpec matice An,
i = 2(1)n − 1; Veta 7.0.5) a na´sledne vety o rozvoji determinantu (podˇla i–teho st´lpca; Ve-
ta 7.0.6), dostaneme dˇalˇs´ım vhodny´m pouzˇit´ım vety o rozvoji determinantu pre m˜i vyjadrenie
m̂i = m˜i −mi = (−1)
im˜0Dn−i − (−1)n+im˜n+1Di−1
Dn
, i = 1(1)n.
Vplyv okrajovy´ch podmienok na hodnoty mi slabne so zva¨cˇsˇuju´cou sa vzdialenostˇou uzlu
od okraja a zvysˇovan´ım fixny´ch bodov – predp´ısan´ım vysˇsˇieho pocˇtu interpolovany´ch hodnoˆt.
Je dobre´ si pripomenu´tˇ za´ver § 2.1, kde sme uka´zali, zˇe rozdiel v pocˇiatocˇny´ch podmienkach
sa na sieti (∆x) prena´sˇa na vsˇetky uzly v absolu´tnej hodnote rovnako.
Z reprezenta´cie (2.11) je vidno, zˇe vplyv okrajovy´ch podmienok na sieti (∆x∆t) slabne aj
na funkcˇne´ hodnoty splajnu S21(x) na jednotlivy´ch intervaloch.
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(a) Kvadraticke´ splajny S1 a S2 na sieti
(∆x∆t) interpoluju´ce tie iste´ hodnoty v bodoch
interpola´cie (symbol
”
o“), pri roˆznych okra-
jovy´ch podmienkach: S′1(x0), S
′
1(x7) urcˇene´ z da´t
a S′2(x0) = S
′
2(x7) = 1.
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(b) Deriva´cie kvadraticky´ch splajnov S1 a S2.
Vid´ıme aky´m spoˆsobom sa prena´sˇa rozdiel
v pocˇiatocˇny´ch podmienkach.
Obra´zok 3.6: Vplyv okrajovy´ch podmienok na kvadraticky´ splajn na sieti (∆x∆t).
3.4 Zachovanie monoto´nnosti a konvexnosti
Da´ sa uka´zatˇ (vidˇ [6]), zˇe za urcˇity´ch okolnost´ı kvadraticky´ splajn zachova´va monoto´nnosˇt
da´t, ktore´ interpoluje. Teda, ak interpolovane´ hodnoty si, i= 0(1)n odpovedaju´ monoto´nnej
funkcii f , tj. si = f(ti), i = 0(1)n, tak splajn S21 tu´to vlastnostˇ zachova´. Podobne je to aj
so zachovan´ım konvexity.
3.5 Odhad chyby interpola´cie
Pre odhad chyby interpola´cie kvadraticky´m splajnom sa v literatu´re nacha´dza veˇlmi ma´lo
vy´sledkov. Navysˇe vy´sledky, ktore´ na´jdeme su´ v sˇpecia´lnych pr´ıpadoch siete.
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(a) Kvadraticke´ splajny S1, S2 a S3 na sieti
(∆x∆t) interpoluju´ce tie iste´ hodnoty, kde S′1(x0),
S′1(x7) urcˇene´ z da´t, S
′
2(x0) = S
′
2(x7) = 1 a trochu
prehnana´ podmienka S′3(x0) = S
′
3(x7) = 10.
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(b) Deriva´cie kvadraticky´ch splajnov S1 a S2.
Vid´ıme aky´m spoˆsobom sa prena´sˇa rozdiel
v pocˇiatocˇny´ch podmienkach.
Obra´zok 3.7: Vplyv okrajovy´ch podmienok na kvadraticky´ splajn na sieti (∆x∆t), na´hodne´
da´ta.
Uvedieme si vetu s doˆkazom, ktora´ v sˇpecia´lnom pr´ıpade uda´va odhad chyby interpola´cie
(spracovane´ z [9]).
Veta 3.5.1. Majme pravidelnu´ sietˇ (∆x∆t) := {x0= t0<x1<t1<. . .<tn−1<xn<tn=xn+1}
taku´, zˇe xi+1 =
1
2
(ti + ti+1), i = 0(1)n − 1. Budˇ funkcia f ∈ C3[x0, xn+1] a kvadraticky´ splajn
S21 ∈ S (∆x) interpoluju´ci hodnoty f(ti) spl´nˇaju´ci S ′21(x0) = f ′(x0) a S ′xn+1 = f ′(xn+1). Potom
platia nasleduju´ce odhady:
max
x∈[x0,xn+1]
|f(x)− S21(x)| ≤ 5
12
Mh3,
max
x∈[x0,xn+1]
|f ′(x)− S ′21(x)| ≤
5
6
Mh2,
sup
x∈
Sn
i=0(xi,xi+1)
|f ′′(x)− S ′′21(x)| ≤
5
3
Mh,
kde M = maxx∈[x0,xn+1]
∣∣f (3)(x)∣∣.
Doˆkaz. Budeme pouzˇ´ıvatˇ nasleduju´ce znacˇenie f
(k)
i =f
(k)(xi), s
(k)
i =S
(k)
21 (xi). Na maly´ okamih
budeme rozdiel f(x)−S21(x) znacˇiˇt ako funkciu z(x). Z defin´ıcie kvadraticke´ho splajnu a
spojitosti funkcie f plynie, zˇe z ∈ C1[x0, xn+1]. Z podmienok interpola´cie dosta´vame z(ti) =
0, i=0(1)n. Vzhˇladom na tu´to vlastnostˇ funkcie z(x) plat´ı nasleduju´ca rovnostˇ
z(x) =
1
2
(∫ x
ti
z′(t)dt−
∫ ti+1
x
z′(t)dt
)
.
25
Odkiaˇl pre x∈ [ti, ti+1] dosta´vame
|f(x)− s(x)| = |z(x)| =
∣∣∣∣12
(∫ x
ti
z′(t)dt−
∫ ti+1
x
z′(t)dt
)∣∣∣∣ ≤ 12
∣∣∣∣
∫ ti+1
ti
z′(t)dt
∣∣∣∣
≤ 1
2
|ti+1 − ti| max
x∈[ti,ti+1]
|z′(x)| = 1
2
|ti+1 − ti| max
x∈[ti,ti+1]
|f ′(x)− s′(x)|
=
1
2
h max
x∈[ti,ti+1]
|f ′(x)− s′(x)|. (3.4)
S ′21(x) je na [xi, xi+1], i=0(1)n linea´rna funkcia, preto, pre x∈ [xi, xi+1], i=0(1)n, plat´ı
S ′21(xi+1)− S ′21(x)
xi+1 − x =
S ′21(x)− S ′21(xi)
x− xi ,
odkiaˇl po u´prave dostaneme
S ′21(x) =
1
h
((x− xi)S ′21(xi+1) + (xi+1 − x)S ′21(xi)) . (3.5)
Z Taylorovho rozvoja funkcie f ′ na [xi, xi+1] v bode xi s Lagrangeovy´m tvarom zvysˇku dostaneme
f ′(x) = f ′(xi) + (x− xi)f ′′(xi) + (x− xi)2f
′′′
(ξ1)
2
, kde ξ1 ∈ (xi, x). (3.6)
Podobne pre rozvoj v bode xi+1 dostaneme
f ′(x) = f ′(xi+1) + (x− xi+1)f ′′(xi+1) + (x− xi+1)2f
′′′
(ξ2)
2
, kde ξ2 ∈ (x, xi+1). (3.7)
Ak (3.6) vyna´sob´ıme (xi+1 − x) a (3.7) vyna´sob´ıme (x− xi), takto vzniknute´ rovnice scˇ´ıtame
a uprav´ıme dostaneme pre x ∈ [xi, xi+1]
f ′(x) =
1
h
((x− xi)f ′(xi+1)− (xi+1 − x)f ′(xi)) +R, (3.8)
kde pre R = 1
2h
[
(xi+1 − x)(x− xi)2f ′′′(ξ1) + (x− xi)(x+ xi+1)2f ′′′(ξ2)
]
plat´ı |R| ≤ 1
2
Mh2.
Z (3.5) a (3.8) dostaneme odhad
max
x∈[xi,xi+1]
|f ′(x)− S ′21(x)| ≤
1
h
max
x∈[xi,xi+1]
∣∣(x− xi)(f ′i+1 − s′i+1) + (xi+1 − x)(f ′i − s′i)∣∣+ |R|
≤ Li + 1
2
h2M, Li = max {z′(xi), z′(xi+1); z = f − S21} .(3.9)
Teraz odvod´ıme odhad pre L = maxi=0(1)n Li.
Sku´majme su´stavu
ǫ = Aw, (3.10)
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kde
A =


6 1
1 6 1
. . . . . . . . .
1 6 1
1 6

 , w =


f ′1 − s′1
f ′2 − s′2
...
f ′n−1 − s′n−1
f ′n − s′n


Vieme, zˇe k matici A existuje matica inverzna´ A−1, preto moˆzˇeme p´ısatˇ
L = max
i=0(1)n
Li = max
i=0(1)n
z′(xi) = ‖w‖ =
∥∥A−1ǫ∥∥ ≤ ∥∥A−1∥∥ ‖ǫ‖ ≤ 1
4
‖ǫ‖ (3.11)
Posledna´ nerovnostˇ plynie z odhadu normy ‖A−1‖. MaticuAmoˆzˇeme zap´ısatˇ v tvareA=6I+B,
kde I je jednotkova´ matica. Odhadom maticovej normy B indukovanej maximovou normou
vektoru dostaneme
‖B‖ = max
i=1(1)n
n∑
j=1
|bij| ≤ 2.
Preto pre x ∈ Rn plat´ı, zˇe ‖Ax‖=‖6x+Bx‖≥‖6x‖−‖Bx‖≥(6−‖B‖) ‖x‖ ≥ 4 ‖x‖, odkiaˇl
∥∥A−1∥∥ ≤ 1
4
.
Odhadnu´tˇ L v tomto okamihu znamena´ urobiˇt odhad na ‖ǫ‖. Z (3.10) dostaneme (pre i=2(1)n−1)
ǫi =
(
f ′i−1 − s′i−1
)
)+6(f ′i − s′i)+(f ′i+1−s′i+1)=
(
f ′i−1+6f
′
i+f
′
i+1
)−(s′i−1+6s′i+s′i+1)
=
(
f ′i−1+6f
′
i+f
′
i+1
)− 8
h
(s(ti+1)−s(ti))=
(
f ′i−1+6f
′
i+f
′
i+1
)− 8
h
(f(ti+1)−f(ti)) , (3.12)
kde sme v predposlednom kroku pouzˇili vyjadrenie podmienok spojitosti (2.14) a v poslednom
podmienky interpola´cie. Identitu (3.12) sme odvodili, pre i = 2(1)n− 1. Z predpokladov vety
plat´ı, zˇe s′0 = f
′
0 a s
′
n+1 = f
′
n+1, preto moˆzˇeme p´ısatˇ ǫ1 = ǫ1 + (f
′
0 − s′0) a ǫn = ǫn + (f ′n+1 − s′0).
Takzˇe vztˇah (3.12) plat´ı pre i = 1(1)n.
Teraz odhadneme ‖ǫ‖. Z Taylorovho rozvoja funkcie f(x) na okol´ı bodu xi s Langrangeovy´m
tvarom zvysˇku dostaneme po dosaden´ı ti (rozvoj pre x ∈ [xi−1, xi]) a ti+1 (rozvoj pre x ∈
[xi, xi+1]), pr´ıslusˇnom odcˇ´ıtan´ı a u´prave
f(ti+1)− f(ti) = hf ′i +
h3
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(
f (3)(ξ1) + f
(3)(ξ2)
)
, kde ξ1 ∈ (x, xi), ξ2 ∈ (xi, x). (3.13)
Podobne pre Taylorov rozvoj f ′(x) na okol´ı bodu xi po dosaden´ı xi−1, xi, xi+1 a u´prave
dostaneme dostaneme tento vztˇah
f ′i−1 + 6f
′
i + f
′
i+1 = 8f
′
i +
h2
2
(
f (3)(ξ3) + f
(3)(ξ4)
)
, kde ξ3 ∈ (xi−1, xi), ξ4 ∈ (xi, xi+1). (3.14)
Dosaden´ım (3.13) a (3.14) do vyjadrenia ǫi z (3.12) dosta´vame
max
i=1(1)n
|ǫi| ≤ 4
3
h2M,
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preto dostaneme
‖ǫ‖ ≤ 4
3
h2M. (3.15)
Z (3.11) a pra´ve odvodene´ho odhadu normy pre ǫ v (3.15) dosta´vame
L = max
i=0(1)n
Li ≤ 1
3
h2M. (3.16)
Teraz uzˇ moˆzˇeme odvodiˇt chybu interpola´cie a jej prvej deriva´cie. Z (3.9) plynie
max
x∈[x0,xn+1]
|f ′(x)− s′(x)| = max
i=0(1)n
{
max
x∈[xi,xi+1]
|f ′(x)− s′(x)|
}
≤ max
i=0(1)n
Li +
1
2
h2M ≤ 5
6
h2M.
Z odhadu (3.4) a pra´ve odvodene´ho, plynie odhad pre interpola´cie
max
x∈[x0,xn+1]
|f(x)− s(x)| =≤ 5
12
h3M.
Nakoniec osta´va urcˇiˇt chybu interpola´cie druhej deriva´cie. Druha´ deriva´cia S21(x) je po cˇastiach
konsˇtantna´ funkcia, preto pre x ∈ (xi, xi+1) plat´ı
S ′′21(x) =
s′i+1 − s′i
h
. (3.17)
Z Taylorovho rozvoja funkcie f ′ v bode x s Lagrangeovym tvarom zbytku, dosaden´ım xi a xi+1
do z´ıskany´ch formu´l, odcˇ´ıtan´ı a u´prave dostaneme
f ′′(x) =
1
h
(
f ′i+1 − f ′i
)
+R, (3.18)
kde
|R| = 1
h
∣∣∣∣(xi+1 − x)2f (3)(ξ1)− (xi − x)2f (3)(ξ2)2
∣∣∣∣ ≤ 1h
∣∣∣∣(xi+1 − x)2M − (xi − x)2M2
∣∣∣∣
=
1
2h
M |2(xi+1 − x)(xi+1 − xi)| ≤Mh.
Z (3.17), (3.18) a odhadu (3.16) dosta´vame pre kazˇde´ x ∈ (xi, xi+1), i = 0(1)n
|f ′′(x)− s′′(x)| ≤ 1
h
|Li+1 − Li|+ |R| ≤ 5
3
hM.
Nasleduju´ca veta pojedna´va o interpolacˇny´ch odhadoch funkci´ı z roˆznych tried (prevzate´ z [6]).
Sietˇ nie je rovnomerna´, ale uzly splajnu su´ sˇpecia´lne volene´.
Veta 3.5.2. Nech je dana´ sietˇ (∆x∆t) na [a, b] s uzlami splajnu xi+1=
1
2
(ti+ti+1), i=0(1)n−1
a funkcia g(x). Budˇ S21, g∈S21 (∆x) kvadraticky´ splajn interpoluju´ci v bodoch ti hodnoty funkcie
g(x), tj. g(ti) = S21, g(ti), i= 0(1)n, spl´nˇaju´ci rovnake´ okrajove´ podmienky ako funkcia g(x).
Potom plat´ı ∥∥∥(g − S21,g)(j)∥∥∥
∞
≤ Rj, j = 0, 1, 2,
kde vyjadrenie hodnoty Rj pre funkcie g(x) z niektory´ch tried je uvedene´ v nasleduju´cej tabulˇke
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trieda funkci´ı R0 R1 R2
C[a, b]
(
1 + 1
2
r
)
ω(g)
C1[a, b] 7
8
Kω (g′) 4ω (g′)
C3[a, b] 0, 022681K3
∥∥g′′′∥∥
∞
1
8
K2
∥∥g′′′∥∥
∞
2
3
K
∥∥g′′′∥∥
∞
+ 1
96
K3ω
(
g
′′′)
+ 1
48
K2ω
(
g
′′′)
+ 5
48
Kω
(
g
′′′)
C1C2∆[a, b]
1 11
64
K2ω (g′′) 11
16
Kω (g′′) 3ω (g′′)
W 1∞[a, b]
2 K ‖g′‖∞
W 2∞[a, b]
7
32
K2 ‖g′′‖∞ 78K ‖g′′‖∞
C1[a, b] ∩W 3∞[a, b] 124K3
∥∥g′′′∥∥
∞
1
6
K2 ‖g′′′‖∞ 78K ‖g′′′‖∞
K=max
0≤i≤n
{ti+1 − ti} , r= K
mini {ti+1 − ti} , ωi(f)= maxx,y∈[xi,xi+1] {|f(x)− f(y)|} , ω(f)=max0≤i≤n {ωi(f)}
1CkCm∆ [a, b] =
{
f
∣∣ f ∈ Ck[a, b], f ∈ Cm[xi, xi+1], i = 0(1)n, k ≤ m}
2W kp [a, b] =
{
f
∣∣ f (k−1) je absolu´tne spojita´, fk ∈ Lp[a, b]}
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Kapitola 4
Interpola´cia prvy´ch deriva´ci´ı
Doteraz sme sku´mali kvadraticke´ splajny, ktore´ interpolovali nejake´ predp´ısane´ hodnoty. Odvod-
zovali sme ich roˆzne reprezenta´cie a hˇladali dodatocˇne´ podmienky na ich jednoznacˇne´ urcˇenie.
Teraz sa pozrieme na kvadraticky´ splajn, ktory´ nebude interpolovatˇ funkcˇne´ hodnoty, ale hod-
noty prvy´ch deriva´ci´ı. Zvla´sˇˇt si rozoberieme pr´ıpad pre interpola´ciu v uzloch splajnu siete (∆x)
a zvla´sˇtˇ pre interpola´ciu v bodoch interpola´cie na sieti (∆x∆t).
4.1 Interpola´cia prvy´ch deriva´cii na sieti (∆x)
Defin´ıcia 4.1.1. Budˇ dana´ sietˇ uzlov (∆x) = {x0 < x1 < . . . < xn < xn+1} a rea´lne hodnoty
mi, i=0(1)n+1. Splajn S21(x)∈S21 (∆x), ktory´ spl´nˇa
S ′21(xi) = mi, i = 0(1)n+1,
nazveme kvadraticky´m splajnom interpoluju´cim hodnoty prvy´ch deriva´cii.
Vieme (vidˇ § 2.1), zˇe interpolacˇny´ kvadraticky´ splajn S21(x) na sieti (∆x) je urcˇeny´ 3(n + 1)
parametrami. Pri splnen´ı podmienok spojitosti a interpola´cie ma´me (3n+2) podmienok, ktore´
vsˇak splajn neurcˇuju´ jednoznacˇne. Preto mus´ıme zadatˇ jednu pocˇiatocˇnu´ podmienku. Vhodne´
je predp´ısatˇ funkcˇnu´ hodnotu v nejakom uzle.
Veta 4.1.2. Nech je dana´ sietˇ (∆x) = {x0 < x1 < . . . < xn < xn+1}, hodnoty mi, i = 0(1)n+1,
k ∈ {0, 1, . . . , n+ 1} a podmienky
a) S ′21(xi) = mi, i = 0(1)n+ 1,
b) S21(xk) = sk.
Potom existuje pra´ve jeden kvadraticky´ splajn interpoluju´ci hodnoty deriva´cii spl´nˇaju´ci pocˇiatocˇnu´
podmienku b).
Doˆkaz. Pouzˇijeme nasleduju´ce znacˇenie:
pi=
S21(xi+1)− S21(xi)
hi
, i=0(1)n+ 1 a loka´lnu premennu´ q=
x− xi
hi
, x ∈ [xi, xi+1].
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Pripomenˇme si za´very uka´zane´ v § 2.1. Uka´zali sme, zˇe reprezenta´cia (2.2), pripomenˇme:
S21(x) = S21(xi + qhi) = (1− q2)qi + q2qi+1 + hiq(1− q)S ′21(xi), x ∈ [xi, xi+1], i=0(1)n,
sp´lnˇa podmienky spojitosti vo vnu´torny´ch uzloch, tj. plat´ı S21, i−1(xi) = S21, i(xi), i = 1(1)n.
Pre spojitostˇ prvy´ch deriva´cii vo vnu´torny´ch uzloch sme dostali podmienky (2.4), pripomenˇme:
2
S21(xi+1)− S21(xi)
hi
= S ′21(xi) + S
′
21(xi+1), i = 0(1)n,
odkiaˇl po u´prave dosta´vame
S21(xi+1)− S21(xi) = 1
2
hi (S
′
21(xi) + S
′
21(xi+1)) . (4.1)
Z predpokladov pozna´me hodnoty S ′21(xi), i= 0(1)n+1 a hodnotu S21(xk). Z ty´chto hodnoˆt
a (4.1) vsˇak vieme jednoznacˇne urcˇiˇt hodnoty S21(xi), i = 0(1)n+1, pretozˇe na ich urcˇenie
ma´me z (4.1) tieto rekurentne´ vztˇahy
S21(xi) = S21(xi+1)− 12hi (S ′21(xi) + S ′21(xi+1)) pre 0 ≤ i < k,
S21(xi) = S21(xi−1) +
1
2
hi−1 (S
′
21(xi−1) + S
′
21(xi)) pre k < i ≤ n+ 1. (4.2)
Z reprezenta´cie (2.2) je zrejme´, zˇe splajn je urcˇeny´ jednoznacˇne.
4.2 Interpola´cia prvy´ch deriva´cii na sieti (∆x∆t)
V predosˇlom odstavci, sme sku´mali kvadraticky´ splajn s predp´ısany´mi hodnotami prvy´ch
deriva´cii v uzloch siete. Teraz budeme sku´matˇ pr´ıpad, kedˇ hodnoty prvej deriva´cie nebudu´
predp´ısane´ v uzloch siete, ale v bodoch interpola´cie ti ∈ [xi, xi+1], i = 1(1)n − 1, t0 = x0,
tn = xn+1. Kvadraticky´ splajn na sieti (∆x∆t) ma´ 3(n + 1) parametrov. Pri splnen´ı interpo-
lacˇny´ch podmienok
S ′21(ti) = ni, i = 0(1)n (4.3)
osta´vaju´ 2 stupne voˇlnosti, pretozˇe (4.3) urcˇuje (n+ 1) podmienok a spojitostˇ S21(x) a S
′
21(x)
vo vnu´torny´ch uzloch siete da´va (2n) podmienok, spolu to vsˇak je len (3n+1). Budeme pouzˇ´ıvatˇ
znacˇenie z predosˇle´ho odstavca a navysˇe zadefinujeme
di =
ti − xi
hi
, i = 0(1)n.
a) Najprv presku´mame pr´ıpad di =
1
2
, i=0(1)n. Pretozˇe S ′21(x) je na kazˇdom intervale
polyno´m stupnˇa nanajvy´sˇ 1 (linea´rna funkcia), v tomto sˇpecia´lnom pr´ıpade voˇlby bodov
interpola´cie plat´ı medzi prvy´mi deriva´ciami v uzloch a bodmi interpola´cie vztˇah
ni = S
′
21(ti) =
1
2
(S ′21(xi) + S
′
21(xi+1)) . (4.4)
Podmienky spojitosti (4.1) s pouzˇit´ım (4.4) moˆzˇeme p´ısatˇ v tvare
S21(xi+1)− S21(xi) = 1
2
(S ′21(xi) + S
′
21(xi+1)) = hiS
′
21(ti) = hini. (4.5)
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Z (4.5) nevieme pri zna´mych hodnota´ch S21(xi), i=0(1)n+1 a S
′
21(ti)=ni, i=0(1)n urcˇiˇt
hodnoty S ′(xi), i= 0(1)n. Predp´ısan´ım jednej hodnoty S
′
21(xk), k ∈ {0, 1, . . . , n+1} sa
zrejme tento proble´m vyriesˇi, pretozˇe z (4.4) ma´me tieto rekurentne´ vztˇahy:
S ′21(xi) = 2S
′
21(ti)− S ′21(xi) pre 0 ≤ i < k, (4.6)
S ′21(xi) = 2S
′
21(ti−1)− S ′21(xi−1) pre k < i ≤ n+ 1.
b) V pr´ıpade di 6= 12 pouzˇijeme na za´pis splajnu S21(x) ∈ S21 (∆x) nasleduju´cu reprezenta´ciu,
s loka´lnymi premenny´mi A, B, C
S21(x) = AS21(xi) +BS21(xi+1) + hiCS
′
21(ti), (4.7)
kde
A =
1 + q(q − 2di)
2di − 1 , B = −
q(q − 2di)
2di − 1 , C =
q(q − 1)
2di − 1 .
Derivovan´ım (4.7) dostaneme
S ′21(x) =
2
hi
q − di
2di − 1S21(xi)−
2
hi
q − di
2di − 1S21(xi+1) +
2q − 1
2di − 1S
′
21(ti). (4.8)
Z podmienok spojitosti prvej deriva´cie vo vnu´torny´ch uzloch siete xi, i=1(1)n dostaneme
su´stavu rovn´ıc
−aiS21(xi−1) + (ai − bi)S21(xi) + biS21(xi+1) = fi, i = 1(1)n, (4.9)
kde
ai =
1− di−1
1− 2di−1 , bi =
di−1di
hi (1− 2di) , fi =
hi−1
2
[
S21(ti−1)
1− 2di−1 +
S ′21(ti)
1− 2di
]
.
Takzˇe ma´me su´stavu n rovn´ıc na urcˇenie n + 2 parametrov si = S(xi), i = 0(1)n + 1.
Su´stava ma´ dva stupne voˇlnosti. Dodan´ım okrajovy´ch podmienok
S21(x0) = s0, S21(xn+1) = sn+1,
dostaneme u´pravou (4.9) su´stavu n rovn´ıc pre n nezna´mych si, i = 1(1)n, ktora´ ma´
taky´to maticovy´ za´pis

a1−b1 b1
−a2 a2−b2 b2
. . . . . . . . .
−an−1 an−1−bn−1 bn−1
−an an−bn




s1
s2
...
sn−1
sn

 =


f1 − a1s0
f2
...
fn−1
fn − bnsn+1


(4.10)
Matica su´stavy je zrejme tridiagona´lna a ako sa tvrd´ı v [6], regula´rna pri splnen´ı pod-
mienok
(ai − bi) aibi−1 > 0, i = 3(1)n
(a1 − b1) [(a1 − b1) (a2 − b2) + a2b1] > 0. (4.11)
Je dobre´ si vsˇimnu´tˇ, zˇe podmienky (4.11) pre pr´ıpad ekvidiˇstantne´ho delenia su´ auto-
maticky splnene´.
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Zhrnˇme, cˇo sme vlastne vsˇetko dostali. Uka´zali sme, zˇe ak na danej sieti (∆x∆t) predp´ıˇseme
v bodoch ti, i=0(1)n hodnoty ni a navysˇe:
a) na obecnej sieti su´ splnene´ podmienky (4.11) a predp´ısane´ hodnoty S21(x0), S21(xn+1),
alebo
b) na ekvidiˇstantnej sieti s di = d 6= 12 , i=0(1)n su´ predp´ısane´ hodnoty S21(x0), S21(xn+1),
alebo
c) na ekvidiˇstantnej sieti s di=
1
2
, i=0(1)n su´ predp´ısane´ hodnoty S21(xk), S
′(xk),
potom existuje jediny´ kvadraticky´ splajn S21(x) ∈ S21 (∆x) sp´lnˇaju´ci S ′21(ti)=ni, i=0(1)n.
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Kapitola 5
Interpola´cia stredny´ch hodnoˆt
5.1 Kvadraticky´ splajn interpoluju´ci stredne´ hodnoty
Majme danu´ sietˇ uzlov (∆x) :={x0<x1<. . .<xn<xn+1} s krokom hi=xi+1−xi. Majme zadane´
da´ta gi, i=0(1)n. Budeme riesˇiˇt u´lohu zostrojiˇt kvadraticky´ splajn S21(x)∈S21(∆x) tak, aby∫ xi+1
xi
S21(x)dx = higi pre i = 0(1)n. (5.1)
Defin´ıcia 5.1.1. Da´ta gi, i=0(1)n pre u´lohu (5.1) sa nazy´vaju´ stredne´ hodnoty. Kvadraticky´
splajn S21(x) ∈ S21(∆x), riesˇiaci u´lohu (5.1) sa nazy´va kvadraticky´ splajn interpoluju´ci stredne´
hodnoty gi.
Uzˇ vieme, zˇe kvadraticky´ splajn je jednoznacˇne urcˇeny´ 3(n+1) parametrami. Ale pocˇet pod-
mienok, ktore´ na´m u´loha (5.1) da´va splnˇiˇt je len (3n+1) (2n pre spojitostˇ S21(x), S
′
21(x)
v uzloch splajnu a (n+1) podmienok interpola´cie da´t). Takzˇe je potrebne´ zadatˇ esˇte dˇalˇsie dve
podmienky, najlepsˇie v krajny´ch bodoch siete. Okrajove´ podmienky je mozˇne´ zadatˇ jedny´m
zo spoˆsobov podrobnejˇsie pop´ısany´mi pre reprezenta´ciu s prvy´mi deriva´ciami (vidˇ § 2.2),
strucˇne pripomenˇme:
a) predp´ısanie hodnoˆt v krajny´ch bodoch siete: S21(x0) = s0, S21(xn+1) = sn+1,
b) predp´ısanie prvy´ch deriva´ci´ı v krajny´ch bodoch siete: S ′21(x0)=s
′
0, S
′
21(xn+1)=s
′
n+1,
c) predp´ısanie druhy´ch deriva´ci´ı v krajny´ch bodoch siete: S ′′21(x0+)=s
′′
0, S
′′
21(xn+1−)=s
′′
n+1,
d) periodicke´ okrajove´ podmienky: S21(x0)=S21(xn+1), S
′
21(x0)=S
′
21(xn+1),
e) zadatˇ koeficienty a0, b0, an+1, bn+1, f0, fn+1 pre obecnejˇsie okrajove´ podmienky sp´lnˇaju´ce
|b0|> |a0| a |an+1| < |bn+1|.
O existencii a jednoznacˇnosti riesˇenia u´lohy (5.1) hovor´ı nasleduju´ca veta.
Veta 5.1.2. Budˇ (∆x) := {x0<x1<. . .<xn<xn+1}. Nech gi, i= 0(1)n su´ zadane´ da´ta. Po-
tom existuje pra´ve jeden kvadraticky´ splajn S21(x)∈S21 (∆x) interpoluju´ci stredne´ hodnoty gi
a spl´nˇaju´ci jednu z podmienok a)–e) uvedeny´ch vysˇsˇie.
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Doˆkaz. Z Taylorovej reprezenta´cie (2.23) ma´me pre x ∈ [xi, xi+1]
S21(x) = si +mi(x− xi) + 1
2
mi+1 −mi
hi
(x− xi)2,
S21(x) = si+1 +mi+1(x− xi+1) + 1
2
mi+1 −mi
hi
(x− xi+1)2. (5.2)
Integrovan´ım vztˇahov (5.2) na [xi, xi+1] dostaneme pre x ∈ [xi, xi+1], i=0(1)n∫ xi+1
xi
S21(x) dx = sihi +
1
6
h2i (mi+1 + 2mi) ,∫ xi+1
xi
S21(x) dx = si+1hi +
1
6
h2i (−mi − 2mi+1) . (5.3)
Uka´zali sme, zˇe su´stava (2.4) vyjadruje podmienky spojitosti kvadraticke´ho splajnu vo vnu´-
torny´ch uzloch xi, i=1(1)n, pripomenˇme:
1
2
(mi +mi+1) =
si+1 − si
hi
, i = 0(1)n.
Podmienky spojitosti prvej deriva´cie vo vnu´torny´ch uzloch su´ reprezenta´ciou (5.2) splnene´,
dostaneme dosaden´ım. Podmienky interpola´cie stredny´ch hodnoˆt vyjadrene´ pomocou (5.3)
maju´ tvar (pre i=0(1)n)
si +
1
6
hi(mi+1 + 2mi) = gi, (5.4)
si+1 +
1
6
hi(−mi − 2mi+1) = gi. (5.5)
Odcˇ´ıtan´ım vyjadrenia gi−1 z (5.4) od vyjadrenia gi z (5.5) dostaneme su´stavu n rovn´ıc pre (n+2)
nezna´mych mi, i = 0(1)n+ 1
hi−1mi−1 + 2 (hi−1 + hi)mi + himi+1 = 6 (gi − gi−1) , i = 1(1)n. (5.6)
Teraz sa pozrieme ako je to s jednoznacˇnostˇou riesˇenia su´stavy (5.6) za podmienok a)–e).
Diskusia sa urob´ı podobne, ako v odstavci § 2.1, preto len strucˇne zhrnieme.
a) Predp´ısan´ım hodnoty S21(x0) = s0 pr´ıp. S21(xn+1) = sn+1 dostaneme z (5.4) pr´ıp. (5.5)
rovnicu 2h0m0+h0m1 = 6 (g0−s0) pr´ıp. hnmn+2hnmn+1 = 6 (sn+1−gn), ktore´ doplnia
su´stavu (5.6) na su´stavu s tridiagona´lnou, ostre diagona´lne dominantnou maticou. Takzˇe
su´stava ma´ jedine´ riesˇenie (vidˇ Veta 7.0.2).
b) Predp´ısan´ım hodnoˆt S ′21(x0)=m0 a S
′
21(xn+1)=mn+1 umozˇn´ı v su´stave (5.6) previestˇ m0,
mn+1 na pravu´ stranu a vyrovnatˇ tak pocˇet nezna´mych hodnoˆt s pocˇtom rovn´ıc. Matica
su´stavy bude regula´rna, ma´me jednoznacˇnosˇt.
c) Predp´ısanu´ hodnotu S ′21i(x0+)=M0 pr´ıp. S
′′
21(xn+1−)=Mn+1 moˆzˇeme prep´ısatˇ do tvaru
m0−m1=−h0M0 pr´ıp. mn+1−mn=hnMn, ktore´ doplnia su´stavu (5.6) na su´stavu s tridi-
agona´lnou, prevla´daju´cou diagona´lnou (vidˇ Defin´ıcia 7.0.1). Takzˇe su´stava ma´ podˇla
Vety 7.0.2 jedine´ riesˇenie.
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d) Podmienky periodicˇnosti s0=sn+1 a m0=mn+1 doplnia su´stavu (5.6) na su´stavu s mati-
cou, ktora´ je: cyklicka´, tridiagona´lna, ostre diagona´lne dominantna´. Takzˇe opa¨tˇ ma´me
jednoznacˇnostˇ.
e) Okrajove´ podmienky a0m0+b0m1= f0, an+1mn+bn+1mn+1=fn+1 s predp´ısany´mi koefi-
cientami a0, b0, f0, an+1, bn+1, fn+1 doplnia su´stavu (5.6) tak, zˇe matica takto vzniknutej
su´stavy bude tridiagona´lna a pri splnen´ı podmienok |b0| ≤ |a0|, |an+1| ≤ |bn+1| poˆjde
o maticu s prevla´daju´cou diagona´lou, ty´m pa´dom regula´rnu a opa¨tˇ ma´me jednoznacˇnostˇ.
1 2 3 4 5 6 7 8 9
−2
−1
0
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2
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Obra´zok 5.1: Kvadraticky´ splajn interpoluju´ci stredne´ hodnoty. Cˇiarkovane je zobrazena´ funk-
cia g(x), definovana´ predpisom g(x) = gi ∀x ∈ [xi, xi+1]. Hodnoty su´ zap´ısane´ v tabuˇlke 5.1.
Okrajove´ podmienky boli volene´ S21(x0) = S21(xn+1) = 0.
xi 1 2 3.5 4 5 7 7.5 9
gi 1 5 -1 2 5 0 4
Tabuˇlka 5.1
5.2 Minimalizuju´ca vlastnosˇt kvadraticky´ch splajnov
Veta 5.2.1. Budˇ dana´ sietˇ (∆x) = {x0 < x1 < . . . < xn < xn+1} s krokom hi=xi+1−xi a hod-
noty gi, i=0(1)n. Definujme mnozˇinu Ω=
{
w ∈W 12 [x0, xn+1]
∣∣ ∫ xi+1
xi
w(x)dx = higi, i = 0(1)n
}
a na nej funkciona´l J : Ω→ R, predpisom
J(w) = ‖w′‖2 =
∫ xn+1
x0
(w′(x))
2
dx. (5.7)
V splajne S21, interpoluju´com stredne´ hodnoty gi nadobu´da funkciona´l J svoje jedine´ minimum:
a) na mnozˇine Ω a S21 je prirodzeny´ splajn, tj. S
′
21(x0) = S
′
21(xn+1) = 0,
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b) na mnozˇine Ω˜ = {w ∈ Ω | w(x0) = w(xn+1)} a S21(x0)=S21(xn+1), S ′21(x0)=S ′21(xn+1)1,
c) na mnozˇine Ω˜ = {w ∈ Ω | w(x0) = S21(x0), w(xn+1) = S21(xn+1)}.
Doˆkaz. Budˇ w ∈ Ω. Zo vztˇahu
0 ≤ ‖w′ − S ′21‖2 = ‖w′ − S ′21‖2 − ‖S ′21‖2 + ‖S ′21‖2 = ‖w′‖2 − 2 (w′ − S ′21, S ′21)− ‖S ′21‖2 ,
dostaneme pre (w′ − S ′21, S ′21)=0 nerovnostˇ ‖S ′21‖2≤‖w′‖2, tj. J(S21) ≤ J(w). Nerovnostˇ hov-
or´ı, zˇe S21 minimalizuje funkciona´l J . V nasleduju´com postupe uka´zˇeme, zˇe za predpokladov a),
b) alebo c) skutocˇne plat´ı (w′ − S ′21, S ′21)=0. Pouzˇit´ım per partes dosta´vame
xi+1∫
xi
(w − S21)′ (x).S ′21(x) dx = [(w − S21) (x).S ′21(x)]xi+1x=xi −
xi+1∫
xi
(w − S21) (x).S ′′21(x) dx. (5.8)
Budˇ f ∈ {w, S21}, potom pouzˇit´ım per partes dosta´vame
xi+1∫
xi
f(x)S ′′21(x) dx =
[(∫
f(x)dx
)
S ′′21(x)
]xi+1
x=xi
−
xi+1∫
xi
f(x)S ′′′21(x) dx. (5.9)
Pretozˇe kvadraticky´ splajn S21 je na [xi, xi+1] polynomicka´ funkcia nanajvy´sˇ druhe´ho stupnˇa,
druhy´ cˇlen na pravej strane v rovnici (5.9) je rovny´ 0. Z interpolacˇny´ch vlastnost´ı S21 a defin´ıcie
funkcie w pre prvy´ cˇlen na pravej strane plat´ı
ci
xi+1∫
xi
f(x) dx = cihigi, (5.10)
kde ci = S
′′
21(x) pre x ∈ (xi, xi+1), lebo S ′′21(x) je po cˇastiach konsˇtantna´ funkcia. Takzˇe z (5.10)
dosta´vame, zˇe druhy´ cˇlen na pravej strane v rovnici (5.8) je rovny´ 0, preto z doteraz odvodeny´ch
vy´sledkov moˆzˇeme p´ısatˇ
(w′ − S ′21, S ′21) =
xn+1∫
x0
(w − S21)′ (x)S ′21(x) dx =
n+1∑
i=0
[(w − S21) (x)S ′21(x)]xi+1x=xi =
= S ′21(xn+1) [w(xn+1)− S21(xn+1)]− S ′21(x0) [w(x0)− S21(x0)] .
Je zrejme´, zˇe posledny´ vy´raz je rovny´ 0 pri splnen´ı podmienok a), b) resp. c). Teraz uka´zˇeme
jednoznacˇnostˇ minima´lneho prvku pre funkciona´l J . Majme dva prvky S a P , ktore´ minimal-
izuju´ funkciona´l J , tj.
‖S ′‖2 = J(S) = J(P ) = ‖P ′‖2 .
1podmienky periodicˇnosti: S21(x0)=S21(xn+1), S
′
21(x0)=S
′
21(xn+1)
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Jednoznacˇnostˇ minimalizuju´ceho prvku, potom plynie z nasleduju´ceho
0 ≤ ‖S ′ − P ′‖2 = (S ′ − P ′, S ′ − P ′) = ‖S ′‖2 − 2 (P ′, S ′) + ‖P ′‖2 =
= −‖S ′‖2 + 2 ‖S ′‖2 − 2 (P ′, S ′) + ‖P ′‖2 =
= −‖S ′‖2 + 2 (S ′ − P ′, S ′) + ‖P ′‖2 = 0
Odkiaˇl z defin´ıcie normy plat´ı S ′ = P ′. Podˇla [6], z absolu´tnej spojitosti S ′, P ′ dosta´vame
jednoznacˇnostˇ S = P .
5.3 Chyba interpola´cie stredny´ch integra´lnych hodnoˆt
funkcie stredny´mi integra´lny´mi hodnotami kvadrat-
icke´ho splajnu
Veta 5.3.1. Budˇ g ∈ Cj[a, b], j ∈ 0, 1, 2, 3, (∆x)={a=x0<x1<. . .<xn<xn+1=b} s krokom
hi=xi+1−xi. Nech gi = 1hi
∫ xi+1
xi
g(x) dx, i = 0(1)n. Budˇ S21 kvadraticky´ splajn interpoluju´ci
stredne´ hodnoty gi na sieti (∆x) a spl´nˇaju´ci okrajovu´ podmienku S
(k)
21 (xi)=g
(k)(xi), i=0, n+1.
Potom plat´ı ∥∥∥S(k)21 − g(k)∥∥∥ = CjkHj−k ∥∥g(j)∥∥ , k ≤ j − 1, j ∈ {1, 2, 3} ,
kde H = max1≤i≤n {hi}, Cjk su´ nasleduju´cou tabulˇkou zadane´ hodnoty
j \ k 0 1 2
1 0,86
2 4/27 1/27
3 1/24 1/6 1/r+r/2
r = max1≤i≤n {hi/hi−1}.
Doˆkaz. Doˆkaz sa rob´ı pomocou aplika´cie vlastnost´ı kubicky´ch splajnov S32, pretozˇe na to ne-
ma´me rozvinutu´ teo´riu, doˆkaz nebudeme uva´dzatˇ. Mozˇno ho na´jstˇ v [3], strana 195.
5.4 Zhladzuju´ci kvadraticky´ splajn
Doteraz sme riesˇili u´lohy, ako cˇo
”
najlepsˇie“ interpolovatˇ da´ta u´lohy. Ota´zkou vsˇak je, nakoˇlko
je nutne´ a zˇiadu´ce da´ta interpolovatˇ cˇo najlepsˇie. Zoberme si situa´ciu, kedˇ su´ da´ta zatˇazˇene´
chybou. Interpola´cia, ako sme sa na nˇu pozerali doteraz, je
”
presna´“ pre zadane´ da´ta, ale
pre
”
nepresne´“ da´ta je to nepotrebne´. Spoˆsob aky´m zmensˇiˇt vplyv nepresny´ch da´t, je meto´da
najmensˇ´ıch sˇtvorcov. Riesˇi u´lohu
”
vyhladiˇt“ chybou zatˇazˇenene´ da´ta. Isty´m kompromisom
medzi
”
presnou“ interpola´ciou a vyhladen´ım da´t su´ zhladzuju´ce splajny. U´loha sa obecne for-
muluje v tomto znen´ı, vidˇ [6]: Na danej sieti (∆x) = {x0 < x1 < . . . < xn < xn+1} s predp´ısany´mi
hodnotami yi a va´hami (va´hovy´mi koeficientami) ωi ≥ 0 v uzloch xi, i = 0(1)n + 1 hˇlada´me
minimum funkciona´lu
J(f) =
∫ xn+1
x0
[
f (m)
]2
dx+
n+1∑
i=0
ωi [yi − f(xi)]2 ,
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na triede funkci´ı f ∈Wm2 ([x0, xn+1]).
Podrobnejˇsie sa pozrieme na kvadraticke´ zhladzuju´ce splajny. Odvodili sme extrema´lnu vlast-
nostˇ kvadraticke´ho splajnu § 5.2, z ktorej bude plynu´tˇ konsˇtrukcia zhladzuju´ceho kvadraticke´ho
splajnu.
Veta 5.4.1. Nech je dana´ sietˇ (∆x) = {x0 < x1 < . . . < xn < xn+1} s krokom hi = xi+1−xi,
hodnoty gi, ωi > 0 i = 0(1)n, α > 0. Potom funkciona´l
J(f) =
∫ xn+1
x0
[f ′(x)]
2
dx+ α
n∑
i=0
ωi
[
higi −
∫ xi+1
xi
f(x) dx
]2
(5.11)
nadobu´da na triede funkci´ıW 12 [x0, xn+1] minimum v jedinom kvadraticky´ splajne interpoluju´com
stredne´ hodnoty, ktory´ spl´nˇa prirodzene´ okrajove´ podmienky.
Doˆkaz. Nech sa minima nadobu´da v nejakej inej, ako prirodzenom kvadratickom splajne in-
terpoluju´com stredne´ hodnoty, funkcii f ∈ W 12 [x0, xn+1]. Budˇ S21(x) prirodzeny´ kvadraticky´
splajn interpoluju´ci stredne´ hodnoty funkcie2f(x) na sieti (∆x). Hodnota sumy na pravej
strane v (5.11) ma´ rovnaku´ hodnotu tak pre funkciu f(x) ako i pre kvadraticky´ splajn S21(x)
interpoluju´ci jej stredne´ hodnoty (z defin´ıcie). Avsˇak prvy´ cˇlen v (5.11) je podˇla Vety 5.2.1
pre kvadraticky´ splajn mensˇ´ı. Takzˇe ma´me spor a minima sa nadobu´da v nejakom prirodzenom
kvadratickom splajne interpoluju´com stredne´ hodnoty na sieti (∆x).
Uzˇ vieme, zˇe zhladzuju´ci kvadraticky´ splajn existuje, ale nevieme, ako
”
vyzera´“. Budeme
vycha´dzatˇ z toho, cˇo o splajnoch vieme a postupne urcˇovatˇ parametre na jeho urcˇenie z to-
ho, cˇo o zhladzuju´com splajne pozna´me. Budˇ S21(x) kvadraticky´ splajn, v ktorom funkciona´l
nadobu´da minimum. Vieme, zˇe tento splajn interpoluje stredne´ hodnoty (na sieti (∆x)) a sp´lnˇa
prirodzene´ okrajove´ podmienky S ′21(x0) =S
′
21(xn+1) = 0. My vsˇak nevieme, ake´ stredne´ hod-
noty su´ interpolovane´. Oznacˇme ich pi, i=0(1)n. Takzˇe plat´ı
∫ xi+1
xi
S21(x) dx=hipi, i=0(1)n.
Z (5.6) pre m0=mn+1=0 dostaneme

2 (h0 + h1) h1
h1 2 (h1 + h2) h2
. . . . . . . . .
hn−2 2 (hn−2 + hn−1) hn−1
hn−1 2 (hn−1 + hn)




m1
m2
...
mn−1
mn

 =


p1 − p0
p2 − p1
...
pn−1 − pm−2
pn − pn+1


(5.12)
Vsˇimnime si, zˇe matica su´stavy je symetricka´, tridiagona´lna a ostre diagona´lne dominantna´.
Pre dˇalˇs´ı postup, je vy´hodnejˇsie si (5.12) zap´ısatˇ v tvare
Am = 6Qp, (5.13)
kde A je matica su´stavy, m = (m1,m2, . . . , ,mn)
T , p = (p0, p1, . . . , pn)
T a Q je matica ty-
pu (n, n+ 1) s (−1) na diagona´le a 1 nad diagona´lou. S ′21(x) je po cˇastiach linea´rna funkcia,
2Stredny´mi hodnotami funkcie f(x) na (∆x) rozumieme hodnoty 1
xi+1−xi
∫ xi+1
xi
f(x) dx, i=0(1)n.
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linea´rna na [xi, xi+1], takzˇe pre x¯i=
1
2
(xi+xi+1) plat´ı S
′
21(x¯i) =
1
2
(S ′21(xi) + S
′
21(xi+1)). Budeme
pouzˇ´ıvatˇ oznacˇenie mi+ 1
2
= S ′21(x¯i), S
′
21(xi) = mi. Pri tomto znacˇen´ı moˆzˇeme p´ısatˇ
∫ xn+1
x0
[S ′21(x)]
2
dx =
n∑
i=0
∫ xi+1
xi
[S ′21(x)]
2
dx =
n∑
i=0
1
6
hi
[
m2i + 4m
2
i+ 1
2
+m2i+1
]
=
=
1
6
n∑
i=0
2hi
[
m2i +mimi+1 +m
2
i+1
]
=
=
1
6
n∑
i=1
m(i) [hi−1mi−1 + 2(hi−1 + hi)mi + himi+1] =
=
1
6
mTAm, (5.14)
kde sme postupne pouzˇili aditivitu integra´lu, Simpsonovo pravidlo3, identitumi+ 1
2
= 1
2
(mi+mi+1)
a
”
sˇikovnu´“ u´pravu. Z (5.14) pri znacˇen´ı D = diag4
) (
(hi
√
ωi)
n
i=0
)
, g = (g1, g2, . . . , g)n)
T
moˆzˇeme p´ısatˇ∫ xn+1
x0
[S ′21(x)]
2
dx+α
n∑
i=0
ωi [higi − hipi]2 = 1
6
mTAm+α(g−p)TD2(g−p)
= 6pTQTR−1Qp+α(g−p)TD2(g−p). (5.15)
V poslednej rovnosti sme vyuzˇili symetriu matice A (A = AT ) a jej regularitu (z (5.13)
m=6A−1Qp; (A−1)
T
=
(
AT
)−1
). Na vy´raz v (5.15) sa moˆzˇeme pozeratˇ ako na funkciu pre-
mennej p ∈ Rn, teda zobrazenie z Rndo R. Oznacˇme ju ako f . Nutnou podmienkou extre´mu
tejto funkcie v bode p je f ′(p) = 0. Pouzˇit´ım retiazkove´ho pravidla na urcˇenie f ′(p) dostaneme
f ′(p) = 12QTR−1Qp− 2αD2(g − p) = 0,
odkiaˇl pouzˇit´ım m = 6A−1Qp dostaneme
2QTm− 2αD2(q− p) = 0. (5.16)
Prena´soben´ım (5.16) maticou 6QD−2 5) zˇlava a pouzˇit´ım (5.13) dostaneme po u´prave[
R+
6
α
QD−2QT
]
m=6Qg.
Odkiaˇl uzˇ vieme spocˇ´ıtatˇ parametre splajnu mi, i=0(1)n. Zo vztˇahu (5.16) moˆzˇeme v pr´ıpade
potreby urcˇiˇt aj hodnoty stredny´ch hodnoˆt
p=g− 1
α
D−2QTm. (5.17)
3
∫ b
a
f(x) dx ≈ b−a6
[
f(a) + 4f(a+b2 ) + f(b)
]
. Pre [S′21(x)]
2
plat´ı rovnostˇ. Podrobnejˇsie vidˇ [10] strana 64.
4nota´cia z MATLABu, diag(x) – matica so zlozˇkami vektora x na diagona´le, inde 0.
5
D
−2 def=
(
D
−1
)2
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Z (5.4), (5.5), (2.4) moˆzˇeme urcˇiˇt dˇalˇs´ı paramater kvadraticke´ho splajnu si=S21(xxi), i=0(1)n+1,
opa¨tˇ vyuzˇijeme m0=mn+1=0 a dostaneme
s0 = p0 − 1
6
h0m1, sn+1 = pn +
1
6
hnmn, si = si−1 +
1
2
hi−1 (mi−1 +mi) , i = 1(1)n.
1 2 3 4 5 6 7 8 9
−2
−1
0
1
2
3
4
5
6
7
8
α1=1
α2=10
α3=100
α4=∞
Obra´zok 5.2: Zhladzovanie dat pre ωi=1, i=0(1)6 a αi. Hodnoty da´t su´ dane´ tabuˇlkou 5.2
xi 1 2 3.5 4 5 7 7.5 9
stredna´ hodnota gi 1 5 -1 2 6 0 4
Tabuˇlka 5.2
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Kapitola 6
Aplika´cie kvadraticky´ch splajnov
v numerickej matematike
6.1 Numericka´ deriva´cia
Numerickou deriva´ciou sa nazy´vaju´
”
rozumne´“ vzorce, ktore´ nahra´dzaju´ hodnotu
”
skutocˇnej“
deriva´cie.
”
Rozumne´“ v tom zmysle, zˇe na dostatocˇne presne´ urcˇenie hodnoty deriva´cie funkcie
f (j)(x) budu´ potrebovatˇ len funkcˇne´ hodnoty, hodnoty nizˇsˇ´ıch deriva´cii, pr´ıpadne hodno-
ty deriva´cii v nejaky´ch bodoch v okol´ı bodu x. Pri konsˇtrukcii kvadraticky´ch splajnov sme
cˇasto pouzˇ´ıvali ako parametre hodnoty deriva´cii (prvej resp. druhej). Zderivovan´ım
”
vhodnej“
reprezenta´cie moˆzˇeme dospietˇ ku vzorcu numerickej deriva´cie. V § 2.1 sme pri konsˇtrukcii
reprezenta´cie pracovne nazvanej vhodna´ v istom okamihu pracovali s vy´razom (2.6), pripomenˇme
S ′21(x) = mi +
(x− xi(mi+1 −mi))
hi
, x ∈ [xi, xi+1], mi = S ′21(xi).
Zderivovan´ım dostaneme
S ′′21(x) =
mi+1 −mi
hi
, x ∈ [xi, xi+1].
Tieto vzorce moˆzˇeme cha´patˇ ako vyjadrenie prvej a druhej numerickej deriva´cie. Predstavu
o chovan´ı sa chyby, akej sa dopu´sˇtˇame pri vyjadren´ı deriva´cie vzorcom pre numericku´ deriva´ciu
namiesto presnej hodnoty na´m moˆzˇe datˇ Veta 3.5.2. V [6] su´ pre dostatocˇne hladku´ funkciu
g(x) na pravidelnej sieti (∆x∆t) uvedene´ nasleduju´ce vztˇahy pre deriva´cie. Pouzˇite´ znacˇenie:
gi = S21(ti) = g(ti), ni = S
′
21(ti), Ni = S
′′
21(ti).
V pr´ıpade siete (∆x∆t) s uzlami xi+1 =
1
2
(ti+ti+1), ki = ti+1−ti pre hodnoty prvej deriva´cie
v bodoch interpola´cie plat´ı
ni = S
′
21(ti) =
gi+1 + gi
ki
− 1
8
ki(3Ni +Ni+1).
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Pre periodicku´ a dostatocˇne hladku´ funkciu g na pravidelnej sieti (∆x∆t) plat´ı
Ni = g
′′
i −
1
24
h2g
(4)
i −
7
2880
h4g
(6)
i −
23
53760
h6g
(8)
i +O(h8);
ni = g
′
i +
1
24
h2g
(3)
i −
7
960
h4g
(5)
i +
53
161280
h6g
(7)
i +O(h8). (6.1)
Pre dostatocˇne hladku´ funkciu g plat´ı
g′i =
gi+1 − gi
2h
− 1
12
h (Ni+1 −Ni−1) +O(h4);
g′′i =
1
3
[
2Ni +
gi+1 − 2gi + gi−1
h2
]
+O(h4);
g
′′′
i =
Ni+1 −Ni−1
h
− gi+2 − 2gi+1 + 2gi−1 − gi−2
2h3
+O(h4);
g
(4)
i =
1
3
[
4
Ni+1 − 2Ni +Ni−1
h2
− gi+2 − 4gi+1 + 6gi − 4gi−1 + gi−2
h2
]
+O(h4);
g′(xi+1) =
gi+1 − gi
h
− 1
24
h (Ni+1 −Ni) +O(h4); (6.2)
g′′′(xi+1) =
Ni+1 −Ni
h
+O(h2).
6.2 Numericka´ integra´cia
Tak ako pri numerickej deriva´cii iˇslo o nahradenie hodnoty deriva´cie v bode hodnotou z´ıskanou
nejaky´m predpisom, podobne je tomu aj pri numerickej integra´cii. Namiesto vy´pocˇtu hodnoty
urcˇite´ho integra´lu spocˇ´ıtame jeho hodnotu priblizˇne. Vsˇeobecny´ postup je ten, zˇe funkciu defi-
novanu´ na intervale [x0, xn+1] aproximujeme nejakou jednoduchsˇou funkciou (v nasˇom pr´ıpade
kvadraticky´m splajnom). Namiesto pocˇ´ıtania urcˇite´ho integra´lu spocˇ´ıtame hodnotu urcˇite´ho
integra´lu z tejto aproxima´cie. Chyby akej sa dopu´sˇˇtame pri nahraden´ı presnej hodnoty urcˇite´ho
integra´lu hodnotou z´ıskanou z aproxima´cie moˆzˇeme vyjadriˇt z identity∫ xn+1
x0
f(x)dx =
∫ xn+1
x0
g(x)dx+
∫ xn+1
x0
(f − g) (x) dx,
kde f(x) je poˆvodna´ funkcia, g(x) jej aproxima´cia.
Z prve´ho integra´lu na pravej strane vyjadr´ıme vzorec pre numericku´ integra´ciu. Druhy´
integra´l vyjadruje akej chyby sa pri numerickej integra´cii dopu´sˇtˇame. Hruby´ odhad je∣∣∣∣
∫ xn+1
x0
f(x)dx−
∫ xn+1
x0
g(x)dx
∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ xn+1
x0
(f − g) (x)dx
∣∣∣∣ ≤ (xn+1 − x0) ‖f − g‖sup .
Podrobnejˇs´ım vysˇetren´ım integra´lu moˆzˇeme odhad spresniˇt.
Pre splajny nizˇsˇ´ıch stupnˇov je numericka´ integra´cia vy´hodna´ z toho hˇladiska, zˇe integra´l
z nich sa da´ spravidla analyticky´ spocˇ´ıtatˇ. Takzˇe dostaneme priamo vzorec. Zoberme si kvadrat-
icky´ splajn S21(x) aproximuju´ci funkciu f(x). Za ‖f − S21‖ moˆzˇeme dosadiˇt pr´ıslusˇnu´ hodnotu
z Vety 3.5.2.
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Odvod´ıme si nejake´ vzorce pre numericku´ integra´ciu odvodene´ z aproxima´cie kvadraticky´mi
splajnami.
Uvazˇujme na intervale [x0, xn+1] sietˇ (∆x∆t). Z reprezenta´cie (2.9) kvadraticke´ho spla-
jnu S21(x) dostaneme∫ xi
xi+1
S21(x)dx =
∫ xi
xi+1
si + hi(q − di)
[
mi +
1
2
(q + di)(mi+1 −mi)
]
dx =
= sihi +
1
2
h2imi (1− 2di) +
1
6
h2i (mi+1 −mi)
(
1− 3d2i
)
, i = 0(1)n.
Odkiaˇl dosta´vame tento vzorec pre numericku´ integra´ciu∫ xm+1
x0
S21(x) dx =
n∑
i=0
sihi +
1
2
n∑
i=0
h2imi (1− 2di) +
1
6
n∑
i=0
h2i (mi+1 −mi)
(
1− 3d2i
)
,
kde di =
ti−xi
hi
. V sˇpecia´lnom pr´ıpade di =
1
2
, i = 0(1)n, v ktorom sme uka´zali, zˇe vy´pocˇet
sa zjednodusˇuje, vypadne druhy´ cˇlen na pravej strane.
V [6] sa pre funkciu g ∈ C4 ([x0, xn+1]) a kvadraticky´ splajn, ktory´ ju aproximuje na pravidelnej
sieti uva´dza tento odhad∣∣∣∣
∫ xn+1
x0
(g − S21) (x)dx
∣∣∣∣ ≤ 5, 54.10−3(xn+1 − x0)h4 ∥∥g(4)∥∥ < 1180 (xn+1 − x0)h4 ∥∥g(4)∥∥ .
6.3 Numericke´ riesˇenie ODR
Eulerova meto´da je najjednoduchsˇou numerickou meto´dou na riesˇenie ODR prve´ho stupnˇa
y′ (x) = f (x, y (x)) , y (x0) = y0, na [x0, xn+1]. (6.3)
Algoritmus tejto meto´dy je odvodeny´ z Taylorovho rozvoja funkcie y (x) a je vyjadreny´ nasle-
duju´cim algoritmom (explicitna´ Eulerova meto´da)
[algoritmus 1]
y0 ← y (x0) [pocˇiatocˇna´ podmienka]
for i=1(1)n [vy´pocˇet][
yi+1 = yi + hif (xi, yi)
Podobne vsˇak moˆzˇeme postupovatˇ aj pri kvadratickom splajne a hˇladan´ı riesˇenia ODR druhe´ho
stupnˇa
y′′ (x) = f (x, y (x) , y′ (x) , ) , y(x0) = y0, y
′(x0) = y
′
0, na [x0, xn+1]. (6.4)
Lenzˇe vo vzorci, ktory´ z´ıskame, potrebujeme pri urcˇen´ı hodnoty yi+1 poznatˇ vyjadrenie yi, y
′
i
a y′′i . yi pozna´me z predosˇle´ho kroku (na zacˇiatku z pocˇiatocˇnej podmienky). y
′′
i urcˇ´ıme z (6.4)
a nakoniec y′i urcˇ´ıme z y
′′
i =
y′i+1−y
′
i
hi
.
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V spra´vnom porad´ı krokov dostaneme tento algoritmus
[algoritmus 2]
y0 ← y (x0) [pocˇiatocˇna´ podmienka]
y′0 ← y′ (x0) [pocˇiatocˇna´ podmienka]
for i=1(1)n [vy´pocˇet]
 y′′i ← f (xi, yi.y′i)y′i+1 ← y′i + hiy′′i
yi+1 ← yi + hiy′i + 12h2iy′′i
Kvadraticke´ splajny sa moˆzˇu pouzˇiˇt aj na vy´pocˇet (6.3). Na sieti (∆x) :={x0<x1<. . . < xn<xn+1}
moˆzˇeme pre x∈[xi, xi−1], si=S21(xi), mi=S ′21(xi) reprezentovatˇ splajn Taylorovy´m rozvojom
v tvare
S21(x) = si +mi (x− xi) + (mi+1 −mi)
hi
(x− xi)2
2
. (6.5)
Odkiaˇl po dosaden´ı xi+1, pri nasˇom znacˇen´ı, dostaneme
si+1 = si +
hi
2
(mi +mi+1) . (6.6)
Z (6.3) a (6.6) dostaneme
mi+1 = f(xi+1, si+1) = f(xi+1, si +
hi
2
(mi +mi+1)). (6.7)
Ta´to rovnica je nelinea´rna a jej aproximat´ıvne riesˇeniemi+1 je mozˇne´ hˇladatˇ iterat´ıvne. Ako po-
cˇiatocˇnu´ podmienku, ktorou
”
nasˇtartujeme“ itera´cie, moˆzˇeme vziatˇm0i+1 =
si−si−1
hi−1
. V literatu´re
sa uva´dza, zˇe pre lipschitzovsku´ funkciu f(x, y) vzhˇladom k premennej y s konsˇtantou L1)
je postacˇuju´cou podmienkou konvergencie hi < 2L.
V nasleduju´com algoritme su´ algoritmicky sp´ısane´ predosˇle´ za´very.
[algoritmus 3]
y0 ← y (x0) [pocˇiatocˇna´ podmienka]
y′0 ← f (x0, y0) [ (6.3) ]
y1 ← y0 + h0f (x0, y0) [jeden krok explicitnej Eulerovej meto´dy]
for j=1(1)n [vy´pocˇet]

m0j ← (yj − yj−1) /hj−1
repeat[
mk+1j+1 ←
(
xj+1 +
1
2
hj
(
y′j + m
k
j+1
))
until [konvergencia]
’’
mk+1j+1
k→∞→ mj+1‘‘
y′j+1 ← mj+1
yj+1 ← yj + 12hj
(
y′j + y
′
j+1
)
1lipschitzovska´ funkcia f(x, y)vzhˇladom k y s konsˇtantou L
def⇔∀[x, y], [x, z]∈D(f); |f(x, y)−f(x, z)|≤L |y−z|.
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Pozna´mka 2. Dostali sme algoritmus konvergentnej lichobezˇn´ıkovej meto´dy.
Pre kvadraticky´ splajn na sieti (∆x∆t) := {x0 ≤ tn < x1 < . . . < xn < tn ≤ xn+1} bol v § 2.2
odvodeny´ vztˇah (2.6)
S ′21(x) = mi + (x− xi)(mi+1 −mi)/hi, kde mi = S ′21(xi),
z ktore´ho, pri znacˇen´ı di = ti − xi, dostaneme
S ′21(ti) =
dimi+1 + (hi − di)mi
hi
. (6.8)
Po dosaden´ı (6.8) do (6.3) a u´prave, dostaneme pri znacˇen´ı si = S21(ti), mi = S
′
21(xi)
dimi+1 + (hi − di)mi = hif (xi + di, si) . (6.9)
Z podmienok spojitosti (2.12), pripomenˇme
aimi−1 + bimi + cimi+1 = 2(si − si−1),
ktore´ sme dostali pri reprezenta´cii splajnu pomocou prvy´ch deriva´cii § 2.2, s koeficientami
(2.13) vyjadren´ım si dostaneme vztˇah
si = si−1 +
aimi−1 + bimi + cimi
2hi
. (6.10)
Na ekvidiˇstantnej sieti uzlov s voˇlbou bodov interpola´cie ti =
1
2
(xi + xi+1) sa tento vztˇah
zjednodusˇ´ı (vidˇ (2.14)) na tvar
si = si−1 +
1
8
h (mi−1 + 6mi +mi+1)
a vztˇah (6.9) bude vyzeratˇ
mi+1 = 2f
(
xi +
1
2
h, si
)
−mi = 2f (ti, si)−mi.
Tieto vztˇahy sa v algoritmoch pouzˇ´ıvaju´ na iterat´ıvne spresnˇovanie hodnoˆt si, mi.
Pre funkciu y ∈ C4 ([x0, xn+1]), ktorej funkcˇne´ hodnoty v bodoch interpola´cie su´ interpolo-
vane´ kvadraticky´m splajnom S21 plat´ı (6.2), pripomenˇme:
y′(xi+1) =
S21(ti+1)− S21(ti)
h
− 1
24
h [S ′′21(ti+1)− S ′′21(ti)] +O(h4).
Pouzˇit´ım tohoto vztˇahu moˆzˇeme dostatˇ meto´du na riesˇenie (6.3) sˇtvrte´ho ra´du presnosti.
Uvazˇujme ekvidiˇstantnu´ sietˇ (∆x∆t) s bodmi interpola´cie ti uprostred [xi, xi+1], i = 0(1)n
tj. ti=
1
2
(xi+xi+1). Pouzˇijeme niektore´ vztˇahy pre loka´lne parametre na tejto sieti. Na danej
sieti ma´ su´stava (2.24) vyjadruju´ca podmienky spojitosti nasleduju´ci tvar
S ′′21(ti−1) + 6S
′′
21(ti) + S
′′
21(ti+1) = 8
1
h2
(S21(ti−1)− 2S21(ti) + S21(ti+1)) . (6.11)
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Vyjadren´ım hodnoty S21(xi+1) pomocou Taylorovej reprezenta´cie (2.23) pre intervaly [xi, xi+1]
a [xi+1, xi+2], scˇ´ıtan´ım a u´prav ou dostaneme
S21(xi+1) =
1
2
[S21(ti) + S21(ti+1)]− 1
16
h2 [S ′′21(ti)− S ′′21(ti+1)] . (6.12)
Vyuzˇit´ım ty´chto vztˇahov dostaneme algoritmus na riesenie (6.3). Pre ti =
1
2
(xi+xi+1) a zna´me
hodnoty y(ti), y(ti), y
′′(ti−1), y
′′(ti) moˆzˇeme algoritmus zap´ısatˇ v tvare s itera´ciami v [1]–[3]:
y(ti+1)← y(ti) + hf(ti, y(ti))
[1]y′′(ti+1)← −6y′′(ti)− y′′(ti−1) + 8[y(ti−1) + 2y(ti) + y(ti+1)]/h2
[2]y(xi+1)← 12 [y(ti) + y(ti+1)]− 116h2(2y′′(ti+1)− y′′(ti))
[3]y(ti+1)← y(ti) + 124h2(y′′(ti+1)− y′′(ti)) + hf(xi+1, y(xi+1))
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Kapitola 7
Dodatok
Ta´to kapitola je dodatkom k predosˇle´mu celku. Obsahuje niektore´ vety a defin´ıcie, ktore´ boli
v predosˇlom texte v isty´ch okamihoch dosˇt podstatne´ a pre poriadok su´ tu uvedene´.
Defin´ıcia 7.0.1. Povieme, zˇe sˇtvorcova´ matica A (rea´lna cˇi komplexna´) ra´du n ma´ pre-
vla´daju´cu diagona´lu alebo zˇe matica A je s prevla´daju´cou diagona´lou pra´ve vtedy, kedˇ existuju´
kladne´ cele´ cˇ´ısla d1, d2, . . . , dn tak, zˇe
|aii| di >
∑
k 6=i
|aik| dk pre i = 1(1)n. (7.1)
V sˇpecia´lnom pr´ıpade di = 1, i = 1(1)n hovor´ıme, zˇe matica je ostre diagona´lne dominantna´.
Pozna´mka 3. V [2] sa matica A pre pr´ıpad di = 1, i = 1(1)n, nazy´va matica s rovnomerne
prevla´daju´cou diagona´lou.
Veta 7.0.2. Sˇtvorcova´ matica s prevla´daju´cou diagona´lou je regula´rna.
Doˆkaz. vidˇ [2], strana 117.
Veta 7.0.3. Pre (2p+1)–pa´sovu´ maticu A=(aij) (aij =0 pre |i− j|>p>0) tvaru A=I−B,
kde ‖B‖ = q < 1, prvky inverznej matice A−1=(a˜ij) spl´nˇaju´ nerovnostˇ
|a˜ij| < q
|i−j|
p /(1− q). (7.2)
Ak je matica A ostre diagona´lne dominantna´, potom
|a˜ij| ≤ 1|ajj| maxk
{ |akk|
rk
}[
1−min
k
{
rk
|akk|
}] |i−j|
p
, kde rk = |aii| −
∑
j 6=i
|aij|. (7.3)
Veta 7.0.4 (1. veta o strednej hodnote). Nech je funkcia f spojita´ v [a, b] a nech v kazˇdom x∈(a, b)
existuje f ′(x). Potom exituje ξ∈(a, b) tak, zˇe
f ′(ξ) =
f(b)− f(a)
b− a .
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Veta 7.0.5 (Cramerovo pravidlo). Budˇ A= (aij) regula´rna sˇtvorcova´ matica stupnˇa n a budˇ
b=(b1, b2, . . . , bn) lˇubovolˇny´ vektor. Oznacˇme Aj maticu, ktora´ vznikne z matice A nahraden´ım
j-te´ho st´lpca vektorom b, polozˇme xj =
det(Aj)
det(A)
, j = 1(1)n. Potom vektor x = (x1, x2, . . . , xn)
je jediny´m riesˇen´ım su´stavy Ax=b.
Doˆkaz. vidˇ [1], strana 60.
Veta 7.0.6 (o rozvoji determinantu). Budˇ A = (aij) sˇtvorcova´ matica ra´du n. Oznacˇme Mij
sˇtvorcovu´ maticu ra´du n−1, ktora´ vznikne z matice A vynechan´ım i–teho riadku a j–teho st´lpca.
Potom plat´ı
n∑
k=1
aik (−1)i+k det (Mik) = det (A)
[
rozvoj podlˇa riadku
]
, (7.4)
n∑
k=1
akj (−1)k+j det (Mkj) = det (A)
[
rozvoj podlˇa st´lpca
]
.
Doˆkaz. vidˇ [1], strana 49.
Veˇlmi cˇasto sme sa streta´vali so slovny´m spojen´ım
”
matica su´stavy je triadiagona´lna“. Tridi-
agona´lne matice su´ vy´hodne, pretozˇe manipula´cia s nimi nie je prilizˇ
”
draha´“. Su´stavy s tridi-
agona´lnou maticou mozˇeme riesˇiˇt LU rozkladom. LU rozklad spocˇ´ıva v tom, zˇe sˇtvorcova´
matica A sa rozlozˇ´ı na hornu´ trojuholn´ıkovu U a dolnu´ trojuholn´ıkovu´ maticu L. Pozname-
najme, zˇe pre silne regula´rne matice existuje pra´ve jeden LU rozklad (doˆkaz vidˇ napr. [11]).
Proble´m riesˇiˇt su´stavu Ax=d, kde
A =


b1 c1
a2 b2 c2
. . . . . . . . .
an−1 bn−1 cn−1
an bn

 (7.5)
sa redukuje na riesˇenie dvoch su´stav Ly = d a Ux = y (v tomto porad´ı), ktory´ch riesˇenie
vieme veˇlmi lˇahko vycˇ´ıtatˇ, pretozˇe matice su´ trojuholn´ıkove´. Z LU rozkladu dostaneme, zˇe
plat´ı y1=d1/l1, yj =(dj−ajyj−1)/lj pre j=2(1)n a xn=yn, xi=yi−uixi+1, pre i=n− 1(−1)1,
kde l1 = b1, lk = bk − akuk−1 pre k = 2(1)n a uk = ck/lk pre k = 1(1)n. Su´stavy s cyklickou
tridiagona´lnou maticou je tiezˇ vhodne´ riesˇiˇt pomocou LU rozkladu. Podrobnejˇsie o LU rozklade
je pojednane´ napr. v [10] alebo [11].
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